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Abstrakt: Cielom clanku je predstavit’ urcitl epistemologick( poziciu nazvanu
inStrumentalny realizmus a ukazat, ako je mozné ju vyuzit pri analyze réznych pristupov k vyu-
¢ovaniu matematiky. Instrumentdlny realizmus vychadza z presvedcenia, Ze Uspesné poznavanie
urcitého vyseku reality musi na jednej strane zohladnit $pecificky charakter vyseku reality, ktor(
poznavame, a na druhej strane musi zohladnit’ epistemické ndstroje, pomocou ktorych realitu po-
znavame. (Rozdiel medzi terminmi epistemicky a epistemologicky je podobny ako medzi psychicky a
psychologicky. Epistemicky sa tyka poznavania, epistemologicky sa vztahuje k filozofickej discipline,
ktora poznavanie skima.) V pripade disciplin ako fyzika, bioldgia ¢i psycholdgia uvedené dve pozia-
davky pravdepodobne nie st kontroverzné. V pripade matematiky vSak hovorit o poznavanej realite
a o nastrojoch, ktoré k tomu pouzivame, uz nie je Uplne samozrejmé. InStrumentalny realizmus
tak otvara novy pohlad na poznavanie, ktory, ako verime, ma cely rad désledkov pre vyucovanie
matematiky.
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Instrumental Realism as a Possible Source of the Theoretical

Reflection of Mathematics Education

Abstract: The aim of the paper is to present an epistemological position called
instrumental realism and to show how this position can be used as a tool for the analysis of differ-
ent approaches to mathematics education. Instrumental realism is based on the conviction that
any successful study of a particular segment of reality must on the one hand take into account the
specific features of the particular segment of reality that we are studying. On the other hand, it
must take into account the particular epistemic tools, by means of which we approach this segment
of reality. In the case of physics, biology, or psychology, these two requirements do not seem con-
troversial. Nevertheless, in the case of mathematics to speak about mathematical reality that we
study or about the instruments that we use is much less obvious. Instrumental realism thus opens
a new perspective on knowledge acquisition, that, as we believe, has many important consequences
for mathematics education.
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V epistemologii, oznaCovanej aj ako tedria poznania, stoja proti sebe dva prudy - re-
alizmus, ktory vychadza z predpokladu, ze pri poznavani poznavame nieco skutocné,
¢o je od nas do velkej miery nezavislé, a sme schopni dospiet’ k poznaniu tejto sku-
toCnosti; a konstruktivizmus, inspirovany hlavne filozofiou Immanuela Kanta, ktory
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tvrdi, Ze skutocnost ako taka je ndm nepristupna a co poznavame, st nase mentalne
konstrukcie.! Instrumentdlny realizmus je realizmom v tomto epistemologickom
zmysle, teda predpoklada existenciu skutocnosti, ktora je od nas nezavisla a ktor(
poznavame.2 Od jednoduchého, priamociareho realizmu sa vsak odlisuje tézou, ze
skuto¢nost’ nam nie je dana bezprostredne, ale je pristupna iba sprostredkovane,
pomocou nastrojov (vedeckych instrumentov).

Instrumentalny realizmus by som rad podrobnejsie predstavil v tomto ¢lanku.
Jeho pouzitie pri rieSeni otazok filozofie matematiky som predviedol v knihe Instru-
mentdlny realizmus (Kvasz, 2015a). Kniha ziskala urcit( odozvu aj medzi pedagogmi
(Rusek, Slavik, & Najvar, 2016; Slavik, 2017; Jirotkova, 2017; Rodova & Slavik, 2018;
Kohout et al., 2019). To ma podnietilo pokusit sa instrumentalny realizmus pred-
stavit’ spésobom, zohladnujdcim zaujmy a potreby pedagogov. Kniha (Kvasz, 2015a)
vstupovala do filozofickych diskusii, ktoré su z pedagogického hladiska vedlajsSie
a prezentovala z instrumentalneho realizmu iba torzo, ktoré bolo z pohladu tychto
diskusii relevantné. Casti indtrumentalneho realizmu som publikoval vo viacerych
studiach a knihach, z ktorych nie je lahké zhromazdit relevantné fragmenty a po-
skladat’ ich do zrozumitelného celku. Prave o to sa chcem pokUsit’ v tejto studii.
V nasledujicom texte budem preto Casto odkazovat na vlastné prace (CastejSie,
nez je v beznej studii Unosné), aby som upozornil, kde mozno najst’ urcitu ideu
podrobnejsie vysvetlenl a zasaden( do kontextu odbornej literatury. V tejto stadii
sa budem vykladu detailov ako aj odkazom na odbornu literatru skor vyhybat, aby
bola prezentacia instrumentalneho realizmu ¢o najkompaktnejsia a aby citatel ¢o
najlahsie pochopil previazanost' jeho jednotlivych Casti. Oboje, zdovodnenie i kon-
text, mo6Zu zaujemcovia najst’ v uvedenych pracach.

1 Vychodiska inSstrumentalneho realizmu

InStrumentalny realizmus je omnoho SirSia tedria, nez ako ho prezentuje kniha
(Kvasz, 2015a). Vyrastol z kritiky sociologickej tedrie vedeckych revollcii, ktord
Thomas S. Kuhn predloZil v knihe Struktira vedeckych revolucii (Kuhn, 1982). Do-
mnievam sa, ze Kuhn vo svojej teodrii zmiesal Styri kognitivne velmi rozdielne typy
zmien a vysledna sociologicka tedria je dosledkom tohto zmiesania. M6Zeme si to
predstavit, ako ked’ na seba premietneme fotografie Styroch tvari. Co na vyslednom
obraze ostane, budl robustné crty, spolocné vsetkym tvaram, teda tmavé skvrny
v oblasti oCi a Ust, svetlejSia plocha v oblasti Cela a lic a celkovy ovalny tvar hlavy.
1 Je dolezité nestotoznit’ epistemologicky konstruktivizmus s didaktickym konstruktivizmom. Epis-
temologicky konstruktivizmus je o tom, ¢i je mozné poznat svet, didakticky konstruktivizmus je
o tom, akym sp6sobom si poznanie osvojuju deti. Autor tohto ¢lanku je epistemologicky realista,
ale pedagogicky konstruktivista.
2 Podobne si nesmieme pomylit’ termin instrumentalny, ktory je sG¢astou spojenia instrumentalny
realizmus, s inStrumentalizmom, ako sa nazyva jedna antirealisticka pozicia. Podla nej vedecké
tedrie nie su opisy skutocnosti, ale sU to iba nastroje na predpovedanie javov. Tedrie nie su

pravdivé ¢i nepravdivé, ale vhodné, ak umoznuju robit predpovede s pozadovanou presnostou,
a nevhodné, ak toho schopné nie su.
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Detaily charakteristické pre jednotlivé tvare sa stratia. A presne to sa stalo Kuhnovi.
ZmieSanim Styroch roznych druhov kognitivnych dynamik stratil vSetky detaily, ktoré
sU charakteristické pre ten ktory druh, a Co ostalo, je robustna struktira spolocna
vsetkym Styrom druhom, t. j. proces adaptacie vedeckého spolocenstva na zmenu.
A tento proces opisuje Kuhnova tedria. Prva vec, ktori musime urobit’ pred skima-
nim procesu poznavania, je od seba oddelit’ Styri druhy zmien. To je prvy krok na
ceste k instrumentalnemu realizmu.

1.1 Klasifikacia vedeckych revolucii

V knihe O revolucidch vo vede a rupturach v jazyku vedy (Kvasz, 1998a) som sa
pokUsil ukazat, ze existujd Styri r6zne druhy zmien vo vede, alebo v Kuhnovej ter-
minolodgii Styri rozne druhy vedeckych revollcii, ktoré nazyvam idealizacia, re-pre-
zentacia, objektacia a re-formulacia. Problematike klasifikacie vedeckych revolucii
st venované prace (Kvasz, 1998a, 1999, 2012a, 2013a, 2014b). Predbezny, intuitivny
obraz tejto klasifikacie je nasledovny.

Vsetko poznanie prameni z nasho bezprostredného zmyslového kontaktu so sku-
tocnostou, takze instrumentalny realizmus sa hlasi k empirizmu, pojatému dostatoc-
ne Siroko.3 Tento kontakt nas Casto poucuje, Ze veci sa maju inak, nez sme si mysleli.
Na jazyku vedy sa vysledok takéhoto kontaktu prejavuje v podobe re-formuldcii.*
Re-formulaciou rozumieme minimalnu zmenu poznania. Prikladom re-formulacie,
ktorl explicitne uvadza Kuhn ako vedeck( revoldciu, bol objav planéty Uran. Bola to
nevratna zmena jazyka vedy, lebo po tomto objave uz spravna odpoved na otazku,
kolko je planét, vyzera inak, ako pred tymto objavom. Re-formulacie sa na jazyku
vedy prejavuju zavedenim nového terminu (pre planétu Uran), ktoré vsak nevyza-
duje zmenu pojmovej struktlry, lebo astronomia poznala v tej dobe uz Sest’ planét
a na ich opis mala osvedceny subor pojmov.

Priamy zmyslovy kontakt s poznavanou skutocnostou je Casto nestabilny. Psycho-
logovia poznaju desiatky pokusov, ktoré to presvedcivo ilustrujd. Druhy typ zmien vo
vede spociva v tom, Ze sa podari zafixovat' situaciu poznavania a tym dochadza ku
stabilizdcii kontaktu so skutocnostou. Prikladom tejto zmeny je vznik perspektivy
v renesan¢nom maliarstve. Perspektiva sa zaklada na tom, Ze v priestore nehybne
zafixujeme hladisko, z ktorého je obraz konstruovany. Sice sa nezmenil zmyslovy
kontakt a maliar aj nad’alej maluje to, ¢o vidi, a predsa mézeme z perspektivistic-
kého obrazu odcitat’ obrovské mnozstvo detailov o priestorovom usporiadani zo-
brazenych postayv, ktoré z gotického obrazu odcitat nemozeme. Zmeny tohto typu
nazyvame objektdcie, t. j. spredmetnenia, lebo hladisko, z pohladu ktorého je vy-
tvarana reprezentacia, sa stava bodom v priestore, premiena sa v objekt. Zmenou
tohto druhu je aj kopernikovska revollcia. Kopernik sa ako prvy zacal ,,pozerat* na

3 Pouzili sme slovo ,,prameni“, ¢im chceme naznacit, ze poznanie sa na zmyslovy kontakt neredu-
kuje.

4 Nevratnostou sa re-formulacia odliSuje od obycajnych reformulacii, pri ktorych sa mézZeme vratit’
spat’.
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slnecnl sGstavu ,,zvonka“. V duchu si predstavil, Ze sa pozera na cloveka, ktory je
umiestneny na Zemi a pozoruje nocnii oblohu. Co by taky pozorovatel, umiestneny
na rotujlcej Zemi, uvidel, je presne to, co vidime my, teda Ze sa obloha otaca. A po-
dobne Einstein si zacal predstavovat, ze sa nachadza vo vlaku letiacom rychlostou
svetla. Takéto zmeny, t. j. relativizacia hladiska, a nasledna stabilizacia zmyslového
kontaktu so skutocnost'ou, su z epistemologického hladiska velmi dolezité a zauji-
mavé. Je pravdepodobné, ze problémy s priestorovou predstavivostou u Ziakov su
sposobené neschopnostou stabilizovat’ pracu s priestorovymi objektmi.

Este radikalnejsie nez objektacie st zmeny, pri ktorych sa bezprostredny, pria-
my, zmyslovy kontakt so skuto¢nostou rozsiri, spresni a zjemni vd’aka zavedeniu
instrumentov. Instrumenty Casto radikalnym spésobom zvysuju presnost’ dajov, kto-
ré pomocou nich ziskavame. Zmyslovy kontakt sa tym nerusi, z insStrumentu musi
niekto odcitat’ data, ale otvara sa pristup k javom a rozliSeniam, ktoré boli dovtedy
casto nepredstavitelné. Novy inStrument spravidla neprichadza sam, ale v mnozstve
variant a Casto prinasa aj rad pomocnych zariadeni. Praca s inStrumentom si po
¢ase vyn(ti zavedenie noriem a Standardnych postupov, ako aj odlisenie spravneho
sposobu narabania s insStrumentom od sposobu nespravneho. Zrodi sa nova instru-
mentdlna prax, ktora prinasa subor zmien v sp6sobe poznavania skutocnosti. Nova
instrumentalna prax spravidla umoznuje zaviest' cely rad novych rozliSeni; upresnuje
mnohé starsie pojmy a vynucuje si zavedenie pojmov novych. Okrem toho umoznuje
odhalit’ rad novych faktov a suvislosti. V tomto smere je asi najznamejsim prikladom
zavedenie d’alekohladu do astronomie, vd’aka ktorému doslo v priebehu roku 1610
v astronomii k vacsiemu mnoZstvu zasadnych objavov, nez za celé predchadzajuce
storoCie. Mozno povedat’, Ze nova instrumentalna prax zaklada novy druh instrumen-
tdlnej skusenosti. Zmeny spocivajlce vo vzniku novej instrumentalnej praxe nazy-
vame re-prezentdcie, lebo menia sposob, ako je skutocnost’ spritomnovana. Celé
regiony javov, ktoré boli prv poznavaniu nepristupné, sa stavaju sucastou obrazu
sveta. V matematike su prikladom instrumentalnej praxe konstrukcie pomocou kru-
zidla a pravitka, ktoré umoznuja zasadnym sposobom zvysit’ presnost’ geometrickej
argumentacie, ¢i symbolické odvodzovanie v ramci algebry, ktoré umoznuje najst
rieSenie radu problémov, ktorych rieSenie si bez symbolického systému nevieme ani
len predstavit’ (napriklad rovnice tretieho stupna).

Podobne, ako ku stabilizacii kontaktu so skutocnost'ou dochadza pomocou fixacie
situacie, v ramci ktorej poznavame skutocnost, tak existuje aj sposob stabilizacie
novej instrumentalnej praxe. Zmena, ktora nieCo takého prinasa, nazyvame idea-
lizacia, a spociva vo vytvoreni nového jazyka, teda novych pravidiel jeho syntaxe
a sémantiky, ktory umoznuje svet opisovat’ spésobom, ktory je v zhode s vysledkami
instrumentalnej praxe. ldealizacia je najradikalnejsou kognitivnou zmenou a jej
lepsie priblizenie nechame na neskor.

Druhy krok na ceste k instrumentalnemu realizmu spociva v uvedomeni si toho,
Ze na kazdej zo Styroch Urovni prebieha poznavanie Uplne inak. Re-formulacie sd
lokalne zmeny terminoldgie, ale pre zvysné tri druhy zmien je treba vypracovat
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ich teoriu. Takze druhy krok cesty k instrumentalnemu realizmu sa rozpada na tri
samostatné kroky, ktorym si venované nasledujuce tri Casti state.

1.2 Objektacie a Wittgensteinova obrazova teéria vyznamu

Vypracovaniu tedrie objektacii sme venovali prace (Kvasz, 1996, 1998a, s. 108-149,
1998b, 2000b, 2001a, 2005a, 2006, 2008a, s. 107-224, 2020). Teoria objektacii po-
uziva prvky obrazovej tedrie vyznamu z Wittgensteinovej knihy Tractatus Logico-
-Philosophicus (Wittgenstein, 1921/1989). Wittgenstein vytvoril obrazov( teodriu
vyznamu na vysvetlenie toho, ako sa jazyk vobec méze vztiahovat ku skutocnosti.
Wittgensteinovo vysvetlenie je, Zze jazyk zobrazuje svet (preto obrazovd teodria vy-
znamu), lebo svet a jazyk maju spolo¢nu formu zobrazenia. Hlavnou myslienkou
¢lanku (Kvasz, 1996) bolo obrazov( tedriu vyznamu pouzit' na analyzu obrazkov
v matematickych textoch. Ukazuje sa, Ze ak obrazovu tedriu vyznamu aplikujeme
na geometrické obrazky, mézeme dejiny geometrie vyloZit' ako striedanie réznych
foriem zobrazenia.5 Jednotlivé formy zobrazenia tak predstavujd rézne sposoby sta-
bilizacie epistemického kontaktu so skutocnost'ou.

1.3 Re-prezentacie a Fregeho chapanie symboliky

Vypracovaniu tedrie re-prezentacii su venované prace (Kvasz, 1998a, s. 58-107,
2000a, 2008a, s. 11-106). Vychodiskom teodrie re-prezentacii je opis dejin mate-
matiky, ktory predlozil Gottlob Frege v ¢lanku Funkcia a pojem (Frege, 1891/1989).
V nom Frege, jeden z tvorcov modernej logiky, rozdiely medzi aritmetikou a alge-
brou, respektive medzi algebrou a kalkulom (diferencialnym a integralnym poctom)
opisuje ako rozdiely v sposobe vyjadrenia vSeobecnosti. Stacilo Fregeho vyklad do-
plnit o vyklad vyvinu geometrie a ziskali sme opis logickej sily jazyka matematiky.
Potom sme vo Fregeho duchu opisali vyvin expresivnej, integrativnej a explanato-
rickej sily jazyka a vyklad re-prezentacii v matematike bol hotovy.

1.4 ldealizacie a Husserlova tedria idealizacie

Vypracovaniu teorie idealizacii s venované texty (Kvasz, 1998a, s. 32-57, 2002,
2003, 2005b, 2012b, 2013a, 2014a, 2017) a mozno povedat, Ze dodnes nie je hoto-
va. Kniha Paterns of Change, Linguistic Innovations in the Development of Classical
Mathematis (Kvasz, 2008a) je zvlastna tym, Ze v nej chyba prva kapitola. Povodny
rukopis obsahoval ako prv( kapitolu vyklad idealizacie vo fyzike. Citatel si to moze
overit, ked’ ju porovna so slovenskou verziou (Kvasz, 1998a), ktorej rozpracovanim
a doplnenim vznikol text anglickej knihy. Zisti, Ze kniha O revoluciach vo vede
a rupturach v jazyku vedy obsahuje samostatn( kapitolu venovanu procesu ideali-

5V tomto bode ideme nad ramec Wittgensteinovho Traktdtu, ktory predpokladal existenciu jedi-
ného jazyka (jazyka ,,vobec*) a tak v jeho ramci myslienka vyvoja jazyka nedava zmysel. Teda
tedria objektacii pouziva prvky obrazovej teodrie vyznamu (ale sucasne ide proti jej duchu).
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zacie vo fyzike (Kvasz, 1998a, s. 32-57). V roku 2008 som nedokazal opisat’ proces
idealizacie v matematike, a preto som namiesto neho chcel aj do anglickej knihy
zaradit’ opis idealizacie vo fyzike. Redaktor knihy, Donald Gillies, namietal, Ze zara-
dovat’ do knihy venovanej filozofii matematiky pasaz o rozsahu vyse styridsat’ stran,
venovanu fyzike, by mohlo odradit’ pripadnych Citatelov. Preto som prvu kapitolu
z knihy vynechal a neskor som ju rozsiril do podoby samostatnej knihy o idealizacii
vo fyzike nazvanej Zrod vedy ako lingvistickd udalost'. Galileo, Descartes a Newton
ako tvorcovia jazyka fyziky (Kvasz, 2013a).

Praca na knihe venovanej opisu procesu idealizacie vo fyzike umoznila tomu-
to procesu hlbsie porozumiet, a toto porozumenie zlrocit' pri analyze idealizacii
v matematike. Tak vznikli dva ¢lanky venované procesu idealizacie v matematike.
Uz aj ich nazvy Thalétova matematika v zrkadle Galileovej fyziky (Kvasz, 2014a)
a Pythagorejskd matematika vo svetle kartezidnskej fyziky (Kvasz, 2017) nazna-
¢uju, ze ako voditko pri analyze idealizacie v matematike slzi opis idealizacie vo
fyzike.

Principy instrumentalneho realizmu som sa snazil aplikovat v didaktike matema-
tiky. Tak vznikli clanky (Kvasz, 2008b, 2013b, 2013c, 2015b, 2016, 2018).

1.5 InStrumentalny realizmus a iné teérie kognitivnych zmien

Samozrejme, sustredenim sa na vyklad instrumentalneho realizmu nechceme tvrdit,
Ze neexistuji iné vyznamné koncepcie, ktoré sa zaoberaju vzajomnym vztahom
vyvinu poznania v dejinach a u dietata. Asi najznamejsou koncepciou tohto druhu
je Piagetova geneticka epistemoldgia, sthrnne predstavena v knihe Rolanda Garciu
a Jeana Piageta Psychogenesis and the History of Science. Piagetova tedria dodnes
ovplyviuje mnohych autorov. V tejto suvislosti mézeme spomenut’ prace (Posner
et al., 1982; Dubinsky & Mcdonald, 2001; Hejny, 2007). Nechceme sa pustat’ do kri-
tiky renomovanych autorov ani opakovat’ argumenty uvedené inde (Kvasz, 2001b).
Chceme iba upozornit na jednu vyhodu historického pristupu, na ktorom je zalozeny
instrumentalny realizmus, oproti koncepciam zalozenym na psycholodgii ¢i didaktike.
Tou vyhodou je casovy odstup. Zmeny, ktoré skima Piaget a vedci inSpirovani jeho
pristupom, st zmeny v realnom case, pricom vsetky Styri druhy zmien, od re-formu-
lacii az po idealizacie, sa odohravaju sicasne. Naproti tomu pri historickom pristupe,
na ktorom je zalozena nasa klasifikacia zmien vo vede, skimame historicky vyvoj
urcitej discipliny, ktory sa odohraval po dobu niekolkych tisicroci. Casovy parameter
umoznuje oddelit zmeny jednotlivych druhov a vd'aka tomu dokazeme izolovat’ jed-
notlivé druhy kognitivnych zmien. To pristupmi kognitivnej psycholdgie nie je mozné
dosiahnut’. Domnievame sa, Ze schopnostou vidiet kognitivne javy v ich Cistote je

6 Aj jedna z mojich prvych publikacii v didaktiky matematiky (Kvasz, 1995) bola pokusom pouzit
Piagetovu tedriu vo vyucovani matematiky. Po Case som si uvedomil urcité nedostatky Piagetovho
pristupu a svoje kritické vyhrady som zhrnul v polemickej stati (Kvasz, 2001b). Koncepciu instru-
mentalneho realizmu mozno chapat aj ako pokus prekonat’ nedostatky Piagetovho pristupu.
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instrumentalny realizmus Specificky a vd'aka nej moze prispiet’ k rozvoju ostatnych
pristupov, tesnejsie zviazanych s psycholdgiou ¢i didaktikou.

2 InStrumentalny realizmus a vyucovanie matematiky

Vyucovanie matematiky je mozné opisat’ ako proces, pri ktorom sa v mysleni Zia-
ka snazime navodit’ urcity sibor kognitivnych zmien. V sllade so zavermi kapitoly
1.1 budeme vychadzat' z hypotézy, Ze existuju styri zdsadne odlisné druhy kognitiv-
nych zmien v matematike. Jednotlivé druhy zmien sa od seba odlisSuju mierou radi-
kalnosti premien, ktoré v mysleni Ziaka vyvolavaju. Takéto premeny mézu siahat’ od
jednoduchého upresnenia terminoldgie, ked’ sa Ziak nauci rozliSovat’ medzi blizkymi
javmi, ako kruznica a kruh,? obsah a obvod, ¢i rovnost’ a rovnica, az po pochopenie
hlbokych matematickych idei, ako je napriklad idea duality, idea spojitosti, ¢i idea
linearity. V nasledujucom texte sa pokusime opisat dosledky kazdého zo Styroch
druhov zmien pre didaktiku matematiky.

Aby sme Styri druhy kognitivnych zmien v matematike mohli lahSie odlisit’, siah-
neme po prikladoch z historie matematiky, na ktorych su prislusné zmeny dostatoc-
ne jasne rozpoznatelné. Ako vychodisko vezmeme Euklidove Zdklady, Co je jeden
Z najvyznamnejsich matematickych textov vsetkych cias. Kazdy zo Styroch druhov
kognitivnych zmien sa pokUsime ilustrovat tym, Ze Euklidov text dame do kontrastu
s d'alsSim textom, ktory sa od Zdkladov odliSuje prave zmenou daného druhu.

Idealizacia je zmena, oddelujica matematiku antického Grécka zameranu na
dokazovanie tvrdeni na zaklade definicii, postulatov a axiéom, od viac menej empi-
rickej matematiky starovekého Egypta a Mezopotamie, ktoré dokaz nepoznali. Preto
hovorime, Ze matematika starovekého Egypta a Mezopotamie nepresla procesom
idealizacie. Ako ilustraciu prvého druhu kognitivnych zmien preto mozno vziat pro-
tiklad Euklidove Zaklady verzus Rhindov papyrus.

Druhy druh zmien nazyvame re-prezentdcia.8 Je to zmena oddelujuca eukli-
dovsku syntetick( geometriu od kartezianskej analytickej geometrie a hausdorffov-
skej fraktalnej geometrie. Prechod od syntetickej geometrie k analytickej geometrii
spocival v zmene spOsobu, ako reprezentujeme tvar, akym spG6sobom vytvarame
reprezentacie geometrickych objektov. Ako ilustraciu druhého druhu kognitivnych
zmien mozno vziat protiklad Euklidove Zaklady verzus Descartova La Géometrie.

Treti druh zmien nazyvame objektdcia.® Tento druh zmien ilustruje linia od Eu-
klidovych Zdkladov, cez Desarguovu projektivnu geometriu, Bolyai-Lobacevského
neeuklidovskd geometriu, Beltramiho model, az po Kleinov Erlangensky program. Za

7 Je zaujimavé, ze Euklides medzi kruznicou a kruhom terminologicky nerozliSoval - oboje ozna-
Coval slovom kyklos. Z kontextu bolo jasné, ¢o mal na mysli. Je preto otazne, ¢i presnou termi-
nolégiou Ziakov neméatieme, resp. ¢i neramujeme obraz, ktory este nie je namalovany.

V knihe Patterns of Change je termin re-prezentacia prelozeny ako re-coding, pozris. 11-84.

9V knihe Patterns of Change je termin objektacia prelozeny ako relativisation, pozri s. 107-159.
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ilustraciu tretieho druhu kognitivnych zmien mozno preto vziat Euklidove Zaklady
verzus Lobacevského O zakladoch geometrie.

Posledny druh zmien tvoria re-formulacie. Je to druh zmien, pri ktorych sa meni
(a spresnuje) slovnik, v ktorom st poznatky formulované. Z mnozstva prikladov re-
formulacii uvedieme iba jeden, spojeny s menom Johna Playfaira. Playfair bol vy-
davatelom Euklidovych Zdkladov v 18. storoci, ktory dal piatemu postulatu podobu
pouzivanu dodnes. Ako kontrast ilustrujuci stvrty druh kognitivnych zmien mozno
vziat protiklad Euklidove Zaklady verzus Playfairovo vydanie Zakladov.

Musime si uvedomit’, Ze v historii prebiehaju tieto Styri druhy zmien scasne a su
rozne prepletené. To isté plati aj o navodzovani tychto zmien v mysli ziaka. Ale
napriek tomu uz aj uvedeny prehlad staci na to, aby sme si uvedomili, ze je nieco
zasadne odlisné Ziakov naucit’ analytick( geometriu (t. j. dosiahnut, aby v ich mysli
prebehla urcita re-prezentacia), ako snazit’ sa priviest’ ich k pochopeniu toho, co je
to dokaz (t. j. dosiahnut, aby v ich mysli doslo k idealizacii tvaru).

2.1 Idealizacia z pohladu didaktiky matematiky

Vacsina matematikov, rovnako ako didaktikov matematiky Uspesne presla procesom
idealizacie este v detstve a preto si proces idealizdcie vobec neuvedomuje - ide-
alny charakter matematickych objektov je pre nich samozrejmostou. Mnohi z nich
maju dojem, ze idealne objekty matematiky, ako su Cisla, geometrické tvary Ci
algebraické struktiry, sa nachadzaji priamo v realite. Ak urcity predmet ma tvar,
tak ho ma v matematickom zmysle tohto slova - ako dokonall geometrickd for-
mu. Ciel vyucovania matematiky vidia v tom ziakov naudit tieto tvary pomenovat
a poznat ich vlastnosti. Neuvedomuju si, ze najradikalnejSou kognitivnou zmenou,
ktorou diet'a pri uceni sa matematike musi prejst, je naucit’ sa tieto tvary kogni-
tivne vyclenit’ a stabilizovat’.!0 Tato zmena je nametom Platonovho podobenstva
o jaskyni.!! Dieta musi opustit’ jaskynu tienov a naucit sa vidiet' skutocné mate-
matické predmety.

Edmund Husserl v jednom zo svojich poslednych textov, vydanom az posmrtne
s nazvom Otdzka o pévode geometrie ako intenciondlne-historicky problém (Husserl,
1939) upozornoval na nesamozrejmost’ idealizacie. Vyznam idealizacie pre porozu-
menie matematiky opisal Petr Vopénka v knihe Rozpravy s geometrii. Idealizaciu
vylozil, v priamej nadvaznosti na Husserlov text, ako schopnost’ za redlnymi atvarmi
uvidiet idedlne geometrické objekty. Vopénka to opisuje slovami:

Geometer ma pred sebou list papiera pokresleny ciarami rozmanitych tvarov, rovnymi
aj krivymi, navzajom poprepletanymi a pretinajacimi sa v roznych bodoch. Jeho zrak

10 Ked' tu tvrdim, Ze mnoho matematikov a didaktikov matematiky si proces idealizacie neuvedo-
muje, rovnako ako ked’ budem tvrdit, Ze si neuvedomujl proces re-prezentacie, nemam na mysli
vSetkych matematikov. Verim, Ze existuje pocetna skupina matematikov, ktori sa nad dejinami
a didaktikou svojho oboru zamyslaju. Ale sicasny stav vyucovania matematiky naznacuje, Ze hlas
tejto skupiny nie je vo vyucovani rozhodujlci.

11 Jaskyna znazornuje kognitivny svet predgréckej matematiky.
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spocinul na obrazku, jeho pohlad vsak prenikol cez obrazok, von z realneho sveta do
sveta geometrického. Tak napriklad za rovnou Ciarou uvidel geometrickd usecku, uvidel
ju v jej Uplnej Cistote a spolu s nou uvidel dokonall priamost. Od okamihu tohto pre-
hliadnutia je pre neho navzdy usecka useckou geometrickou, a nie ¢iarou narysovanou
podla pravitka.

Boli doby, kedy sme geometricky svet nepoznali. Deti, ktoré sa geometriu zatial ne-
ucili, ho nepoznajl. Ucitel im tento svet otvori. Jeho Uloha je zdanlivo nesplnitelna,
lebo tento svet nemdze ani ukazat, ani nenajde dostatok slov, ktorymi by ho popisal.
Moze ho iba rézne navodzovat, napriklad narysovat’ ¢iary pomocou pravitka a kruzidla
a povedat, zZe sa Useckam a kruzniciam podobajl, avsak ukazat na nich moze len to,
¢im sa im nepodobaju. Do geometrického sveta mézeme niekoho viest’ len na kus cesty,
mozeme ho priviest len pred jeho branu, rozhodujuci krok vSsak musi urobit’ kazdy sam.
(Vopénka, 2003, s. 23, preklad z Cestiny L. K.)

Najdolezitejsou Ulohou ucitela pri vyucovani matematiky je uloha, o ktorej pise
Vopénka.!2 Otvorenie sa geometrického sveta je idealizacia, a z kognitivneho hla-
diska spociva vo vytvoreni epistemického pristupu k idealnym geometrickym objek-
tom. Je pozoruhodné, Ze v didakticko-matematickej literature sa proces idealizacie

.....

ani neuvedomuje.!3 Aby sme proces idealizacie pochopili, obratime sa do histérie.

2.1.1 Idealizdcia vo fyzike

Ako sme uviedli, kniha Patterns of Change vyklad procesu idealizacie neobsahuje.
Idealizacia sa v matematike odohrala medzi Thalétom (6. storocie p. n. l.) a Eukli-
dom (3. storocie p. n. l.), teda v obdobi, z ktorého takmer Uplne chybaju povodné
pramene. Preto ked’ chceme porozumiet procesu idealizacie v matematike, nemame
ind moznost’, nez obratit sa k fyzike a nasledne matematicky sposob idealizacie
rekonstruovat na zaklade jeho paralely s fyzikalnym sposobom idealizacie. Preto
najprv na priklade fyziky opiseme Stadia procesu idealizacie, a potom sa vratime
k matematike. Pomocou pojmov, ktoré zavedieme pri vyklade idealizacie vo fyzike,
budeme schopni opisat’ zakladné etapy procesu idealizacie v matematike. V procese
idealizacie vo fyzike je mozné vycClenit tri etapy.

Prv( etapu tvori galileovska fyzika, ktora je z epistemologického hladiska pozoru-
hodna tym, Ze opisuje vzdy iba pohyb jediného izolovaného telesa. Ci uZ je to volny
pad, sikmy vrh, pohyb po naklonenej rovine alebo pohyb kyvadla, ¢o su hlavné prikla-
dy systémov skiimanych Galileom, pohybuje sa vzdy iba jedno teleso. Galileo akoby
nebol schopny opisat’ pohyb fyzikalneho systému zlozeného z niekolkych telies. Tito
skutocnost’ mozno vyjadrit slovami, Ze galileovskej fyzike chyba skladobnd syntéza
(nie je schopna spajat telesa do fyzikalnych systémov). Podobne nikde v galileovskej
fyzike nenajdeme opis interakcie medzi telesami, t. j. opis nasledkov posobenia
jedného telesa na druhé. Preto galileovskej fyzike chyba deduktivna syntéza. Absen-

12 Husserl didakticky rozmer idealizacie nespomina, a v iom tak mozno vidiet' jeden z Vopénkovych
postrehov.

13 Samozrejme tym nemyslime, Ze by mali poznat' tedriu idealizacie - i uz nasu alebo hocaku ind.
Idealizacia je vsak objektivne existujica zmena a je prekvapujlce, ako malo didaktikov si tato
zmenu uvedomuje, Ci uz v historii vedy alebo v psychike deti.
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cia skladobnej a deduktivnej syntézy je najzaujimavejsou epistemologickou Crtou
galileovskej fyziky. (Podrobne Kvasz, 2013a, s. 65-70.)

Druhl etapu procesu idealizacie vo fyzike predstavuje kartezianska fyzika.
Descartes na rozdiel od Galilea udelil opisu interakcie medzi telesami centralnu Glo-
hu vo fyzikalnom obraze sveta. Na opis interakcie zaviedol zakladny model - model
zrazky dvoch telies, podla ktorého su vsetky interakcie kontaktné a spocivaju v zraz-
ke interagujlcich telies. Na opis kontaktnych interakcii Descartes formuloval sériu
pravidiel, ktorymi sa interakcie riadia. Mozno preto povedat, Ze Descartes prekonal
zakladné nedostatky galileovskej fyziky - absenciu skladobnej a deduktivnej syntézy.
Skladobna a deduktivna syntéza je vsak do kartezianskej fyziky zavedena pomocou
konkrétneho modelu - pomocou modelu zrazky. Descartova fyzika tak predstavuje
systém, v ktorom jeden konkrétny sposob zjednotenia siboru telies do fyzikalneho
systému a jeden konkrétny spGsob opisu interakcie medzi telesami bol prehlaseny
za univerzalny mechanizmus skladby a posobenia. Toto pouzitie konkrétneho modelu
skladobnej a deduktivnej syntézy je pozoruhodnou kognitivnou ¢rtou kartezianskej
fyziky. (Podrobne Kvasz, 2013a, s. 106-123.)

Tretiu etapu procesu idealizacie vo fyzike predstavuje newtonovska fyzika. New-
ton nahradil Descartov opis kontaktnej interakcie telies pomocou modelu zrazky
abstraktnym opisom interakcie pomocou posobenia sil. Zrazka je Specialnym pripa-
dom interakcie pomocou posobenia sil, pri ktorom pdsobiace sily su silami pevnosti
a pruznosti materialu. Mozno preto povedat, ze Newton oddelil skladobnu a deduk-
tivnu syntézu od konkrétnych modelov, pomocou ktorych ich zaviedol Descartes.
(Podrobne Kvasz, 2013a, s. 135-188).

2.1.2 Idealizdcia v matematike
Tedriu idealizacie vo fyzike chceme pouzit' pri analyze procesu idealizacie v mate-
matike. Vysledkom je zatial dvojica ¢lankov Thalétova matematika v zrkadle Ga-
lileovej fyziky (Kvasz, 2014a) a Pythagorejskd matematika vo svetle kartezidnskej
fyziky (Kvasz, 2017). Z ich nadpisov vidiet, Ze sa skuto¢ne pokusame preniest’ vyklad
idealizacie z fyziky na matematiku.

Thalétovska geometria vykazuje pozoruhodny stupen podobnosti s galileovskou
fyzikou. Je uzitoCné pozriet sa na zoznam tvrdeni, ktoré tradicia pripisuje Tha-
létovi.!4 Nie je tazké si vSimnlt, ze podobne ako boli jednoduché (t. j. nezlo-
zené) fyzikalne systémy, ktoré skiimal Galileo, aj Thalés opisoval iba jednoduché
geometrické situacie. U Thaléta sa nestretneme s tym, ¢o bude zakladnou ¢rtou
euklidovskej geometrie - s geometrickou konstrukciou. Vety pripisované Thalétovi
sa tykaju jednoduchych utvarov. Ked’ konstrukciu pomocou pravitka a kruzidla po-
chopime ako skladobnu syntézu euklidovskej geometrie, tak mézeme povedat, ze

14 T1: Priemer deli kruh na dve rovnaké Casti. T2: Oproti zhodnym stranam lezia v trojuholniku
zhodné uhly. T3: Vrcholové uhly st zhodné. T4: Trojuholniky, ktoré sa zhoduju v dvoch stranach
a v uhle nimi zovretom, st zhodné. T5: Urcenie vysky pyramidy zmeranim dlzky jej tiefa vtedy,
ked ma predmet rovnaku dlzku ako jeho tien. Té: Kazdy uhol nad priemerom je pravy. (Podrob-
nosti Kvasz, 2014a.)
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Thalétovej geometrii chybala skladobna syntéza. Podobne, ked’ sa zamyslime nad
tym, ako asi Thalés svoje tvrdenia dokazoval, nie je tazké si uvedomit’, Ze uvazo-
vané tvrdenia sa zakladaju na urcitej symetrii. Ked' si tito symetriu uvedomime,
mozeme bezprostredne nahliadnut’ pravdivost tvrdenia. MoZno preto povedat, ze
vety pripisované Thalétovi maju ,,jednokrokové® dokazy - pozrieme sa na obrazok,
uvedomime si jeho symetriu a nahliadneme pravdivost’ vety. To ale znamena, ze
Thalétovej geometrii chyba deduktivna syntéza - teda retazenie argumentacnych
krokov dokazu, ktoré sa opiera o explicitne sformulované axiomy.

Mozno preto povedat, Ze Galileova fyzika a Thalétova geometria sa vyznacuju
absenciou skladobnej syntézy (schopnosti opisat’ fyzikalne systémy zloZené z viace-
rych telies resp. geometrické Utvary zloZené z viacerych prvkov) a absenciou deduk-
tivnej syntézy (schopnosti fyzikalne resp. geometrické fakty radit’ do retazcov de-
duktivnych vztahov). Galileova fyzika nebola schopna opisat’, ako posobenie jedného
telesa ovplyvni pohyb iného, rovnako ako Thalétova geometria nevedela opisat, ako
sa vlastnosti jednej Casti geometrickej konfiguracie odrazia na vlastnostiach inej.

Tak ako existuje epistemologicka paralela medzi Galileovou fyzikou a Thaléto-
vou geometriou, existuje podobna analogia medzi kartezianskou fyzikou a pytha-
gorejskou matematikou. Pythagorejski matematiku mozno povazovat za odpoved’
na hlavné nedostatky Thalétovej geometrie, podobne ako sme karteziansku fyziku
vylozili ako odpoved’ na zakladné kognitivne nedostatky galileovskej fyziky (t. j. na
absenciu skladobnej a deduktivnej syntézy). Pythagorejcom sa podarilo do matema-
tiky zaviest skladobnii a deduktivnu syntézu pomocou ¢isel. Cisla a ich pomery umoz-
nuju dat' rozne geometrické Utvary do vzajomnych vztiahov a vypocet opierajlci sa
o Ciselné pomery umoznuje spajat’ jednotlivé matematické propozicie do retazca
deduktivnej argumentacie. Ale ako sa ukazalo, pythagorejska matematika stala na
vratkych zakladoch a stroskotala na objave nesimeratelnosti.

Clanky (Kvasz, 2014a, 2017) obsahuji rekonstrukciu prvych dvoch etdp procesu
idealizacie v matematike. ESte nas ¢aka rekonstrukcia tretej, euklidovskej etapy. Ale
uz aj tak vidime, ze zakladnou zmenou, ktoru proces idealizacie vnasa do matema-
tiky, je zavedenie skladobnej a deduktivnej syntézy. Preto uz aj predbezna a neupl-
na rekonstrukcia procesu idealizacie v matematike umoznuje jasnejsie porozumiet
niektorym problémom didaktiky matematiky, a predovsetkym naznacuje cestu, po
ktorej moze ziak vstUpit’ do geometrického sveta, o ktorom pise Vopénka.

2.2 Re-prezentacie z pohladu didaktiky matematiky

Matematika existovala v minulosti vo velmi odlisSnych podobach. Napriklad v algeb-
re sa po dobu Sest’sto rokov nepouzivali symboly a algebraické Upravy mali podobu
Uprav suveti bezného jazyka. Historici toto stadium vyvinu algebry nazyvaju réto-
ricka algebra. Po rétorickej algebre nastupilo asi dvesto rocné obdobie synkopickej
algebry, kedy sa pre terminy, oznacujuce r6zne mocniny neznamej a operacie s nimi,
zaviedli skratky tvorené prvymi pismenami zodpovedajliceho slova latinského jazy-
ka. Nakoniec okolo roku 1590 sa zrodila algebra ako ju pozname dnes - symbolickd
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algebra. Ani tento typ zmien si matematici Casto neuvedomuju a algebraické objekty
stotoznuju s ich symbolickou reprezentaciou. Pre dnesného matematika je algebra-
icky vztah takmer automaticky symbolickym vztahom. Medzi jeho verbalnou a sym-
bolickou formulaciou nevidi zasadny rozdiel - symbolicky zapis je o nieco strucnejsi
a presnejsi nez verbalna formulacia, ale hovori to isté.

Kazdy Ziak Zije kognitivne v urcitom matematickom univerze - pozna jeho urcité
typické objekty, niekolko nevsednych a pripadne zahadnych objektov. Okrem uni-
verza geometrickych Utvarov patri do matematického univerza aj svet aritmetickych
objektov (z ktorych napriklad cislo m niektorych Ziakov do tej miery fascinuje, ze st
schopni naucit’ sa spamati aj sto jeho cifier) a svet symbolickych objektov (ako su
rovnice, polynomy a pod.). Preto druha Uloha, ktora stoji pred uc¢itelom matematiky
po tom, ako sa ziakovi podarilo mentalne vstlpit do sveta idealnych objektov, je
Ziaka previest’ z univerza syntetickej geometrie do univerza analytickych kriviek,
rovnako ako ho previest’ z aritmetického univerza cisel do symbolického univerza
algebry.

Z pohladu kognitivnej vedy nevieme, ako prechod z jedného univerza idealnych
objektov do druhého takéhoto univerza vyzera. Nevieme, ako vyzera kognitivny
svet ziaka, ktory sa nachadza niekde na pol ceste medzi univerzom euklidovskej
syntetickej geometrie a univerzom kartézskej analytickej geometrie. Spociatku asi
ku starému univerzu prida niekolko novych objektov, ale nakoniec sa musi novym
objektom prisposobit’ cela kognitivna siet. Pokusom opisat’ tento proces prostried-
kami kognitivnej vedy je kniha Paula Thagarda Conceptual Revolutions (Thagard,
1992). Tu niet miesta na opis procesu re-prezentacii v dejinach matematiky (pozri
Kvasz, 2008a, s. 11-105). Obmedzime sa na opis vzniku jedinej re-prezentacie - na
vznik symbolickej algebry.

2.2.1 Vznik symbolickej algebry ako priklad re-prezentacie

Mnohi matematici ani didaktici matematiky si neuvedomuju zdlhavy proces, kto-
ry viedol ku vzniku urcitej reprezentacie.!5 Jednotlivé matematické javy, objekty
a vztahy chapu tak, ako ich opisujeme pomocou dnesného, plne rozvinutého mate-
matického jazyka. Vyuka matematiky zalozena na pouzivani jej siCasného jazyka
vSak neumoznuje ziakom prejst’ procesom re-prezentdcie, ktory viedol ku vzniku
tohto jazyka. Ziaci si tak nemdzu uvedomit, ¢o je na danej reprezentacii konvenci-
ou, teda vecou dohovoru, a co je faktom, teda skutoc¢nost'ou od ludskych konvencii
nezavislou. Aby sme si uvedomili komplexnost' zmien ktoré re-prezentaciu sprevad-
zajl, opiseme cestu, ktor( presla algebra, kym vznikla dnesna symbolika.

15 Re-prezentaciou (pisanou s pomlckou) rozumieme proces zmeny, kym reprezentaciou (bez poml¢-
ky) rozumieme vysledok tohto procesu. Teda prikladom reprezentacie je jeden zo systémov geo-
metrie: synteticka, analyticka ¢i fraktalna; re-prezentaciou je napriklad prechod od syntetickej
geometrie k analytickej.
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A) Rétoricka algebra (800-1600)'®

Historici matematiky kladu vznik algebry ako samostatnej discipliny do deviate-
ho storocia a spajaju ho s arabskym matematikom Muhammadom Al-Chwarizmim.
Al-Chwarizmi v Krdtkej knihe o pocte algebry a al-mugdbaly (Al-Chwarizmi, po
800/1983), prv ako sa pustil do riesenia urcitej Glohy, jej ,,rovnicu® previedol na tvar,
v ktorom boli iba kladné koeficienty a pri najvyssej mocnine bola jednotka.!” Aby
dosiahol tato formu, pouzival tri operacie: al-dZabr — ak na jednej strane vystupujl
Cleny, ktoré treba ubrat, tak sa k obom stranam pripocita zodpovedajlica hodnota;
al-mugdbala - ak vystupuji na oboch stranach rovnaké mocniny, odcita sa mensi
¢len na jednej strane od vacsieho na druhej; al-rad - ak je koeficient pri najvyssej
mocnine rézny od jednotky, tak sa nim vydeli cela ,,rovnica“. Nazov al-dzabr v nazve
knihy sa zacal pouzivat na oznacenie nauky o rovniciach.

Al-Chwarizmiho postup si ukaZeme na Uprave, ktora v nasej symbolike vyzera
nasledovne:

21§x - 2%38 = 100 +2x*> —20x al-dzabr

100 +41x2 = 413x,
6 3
Al-Chwarizmi pise:

... to bude dvadsat’ jedna veci a dve tretiny veci bez dvoch majetkov a jednej Sestiny,
rovné sto a dvom majetkom bez dvadsiatich veci. ,,Al-dZabruj to“, a pridaj dva majet-
ky a jednu Sestinu k sto a dvom majetkom bez dvadsiatich veci, a pridaj tych od sta
a dvoch majetkov ubratych dvadsat veci k dvadsat’ jednej veci a dvom tretinam veci.
Tak si dostal sto a Styri majetky a Sestinu majetku rovné Styridsat’ jednej veci a dvom
tretinam veci.

Na tomto postupe je pozoruhodny verbdlny spésob zdpisu ,,rovnic“ - ,,rovnica
je rozsiahla veta arabského jazyka. Al-Chwarizmi sice nepouziva symboliku, ale na-
priek tomu ,,rovnice“ upravuje a riesi. Pouziva pritom prikazy ako ,,al-dzabruj to“,
t. j. operacie, ktorych predmetom nie sG Cisla, ale ,,algebraické termy*.!8

Aby nevznikol dojem, ze vysledky, ktoré mozno dosiahnut prostriedkami rétoric-
kej algebry, su trivialne, uvedieme rieSenie rovnice tretieho stupna z Cardanovej

16 Ako rétorickl by bolo mozné oznacit' aj velk( Cast matematiky starého Egypta a Mezopotamie
(s vynimkou tabuliek a ¢isto numerickych fragmentov). Algebra sa viak vyznacuje tym, ze v jej
ramci sa manipuluje (pocita, upravuje) aj s nie¢im inym nez s Cislami. Typickym prikladom je
operacia al-dZabr, ktora zodpoveda nasmu preneseniu vyrazu na druh( stranu rovnice. Tu sa
manipuluje s termom algebraického jazyka a nie s Ciselnym vyrazom. Preto vznik rétorickej
algebry je vhodné klast na zaciatok deviateho storocia.

17 Slovo rovnica davame do Uvodzoviek, lebo Al-Chwarizmi nepouzival symboly a algebraicky vztah,
ktory riesil, zapisoval vetou arabského jazyka obohateného o niekolko technickych terminov.

18 Ked’ sme uryvok Al-Chwarizmiho textu prepisali do nasej symboliky, vidime tiez, ze pri Gprave
»prehodil strany rovnice“. V prvom slveti stoji slovo sto (tj. absoltny ¢len rovnice) za slovom
rovné, v poslednom stoji pred tymto slovom.
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knihy Ars Magna sive de regulis algebracis (Cardano, 1545/1968). Rovnicu Cardano
zapisuje: ,,De cubo et rebus aequalibus numero“ (tretia mocnina a veci sa rovnaju
Cislu). Jej rieSenie uvadza v tvare pravidla:

Umocni na tretiu jednu tretinu poctu veci, pridaj k tomu Stvorec polovice Cisla rovnice
a vypocitaj druhlt odmocninu z tohto celku. Toto zduplikuj, a k jednej z dvoch pridaj
polovicu Cisla rovnice a od druhej od¢itaj polovicu toho istého. Potom bude$ mat’ bino-
mium a jeho apotome. Potom odcitaj tretiu odmocninu apotome od tretej odmocniny
binomia, zvysok, ktory ostane, je vec (Cardano 1545/1968, s. 98).

Teda Ziaden vzorec, ziadna formula, ale pravidlo (t. j. regula), tak ako slubuje
nazov knihy ,,de regulis algebracis“. Aby sme pochopili, ¢o Cardano robi, je uzitoc-
né jeho verbalny text prepisat’ do dnesnej symboliky, ¢im dostaneme tzv. Cardanov
vzorec (Cardano takyto vzorec nikdy nenapisal):

SR ERCEENERTE

Vidime, Ze rétoricka algebra rozhodne nebolo kratke ¢i nezaujimavé obdobie
dejin algebry. Prave naopak, trvalo takmer osemsto rokov a obohatilo algebru o vy-
znamné matematické vysledky.

B) Synkopicka algebra (1400-1600)

Aj ked Cardano hlavny matematicky vysledok svojej knihy - postup riesenia
rovnice tretieho stupna - vyjadril prostriedkami rétorickej algebry, nebola to
rétoricka algebra, ktorej prostriedkami bol tento vysledok dosiahnuty. Aspon
dve storocia pred Cardanom existovala paralelne s rétorickou algebrou, kto-
ra algebraické problémy zapisovala prostriedkami bezného jazyka obohateného
o niekolko technickych terminov, aj synkopickad algebra. Synkopicka algebra po-
uzivala systém skratiek, ked’ technické terminy jazyka algebry nahradzovala ich
prvymi pismenami.

Ako prvu ilustraciu synkopickej algebry uvedieme priklad pochadzajlci od Re-
giomontana. Ten roku 1463 pri zapise rovnice, ktori by sme v dnesnej symbolike
zapisali v tvare

250x — 25x% = 2x* + 100 — 20x,
pouzil prvky synkopickej algebry a prislusnd rovnicu zapisal ako:
250" ig 25¢——2°et 100 ig 20"

Neznamu oznacoval pismenom r od latinského res (vec), jej druhti mocninu pis-
menom ¢ od latinského census (s¢itanie ludu, odhad majetku, lebo majetok mal
podobu pody, teda obsahu). Neznamu pisal ako horny index, ¢o je princip, ktory
pouzivame na oznacenie mocniny neznamej dodnes. DlhSia vodorovna ciara zobra-
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zujlca rovnovahu na dvojramennej vahe znazornuje rovnost. Nas symbol pre rovnost
vznikol, ked’ sa dve ramena vahy ,,oddelili“ a ,,umiestnili“ pod seba. Pouzivanim
Specialneho znaku pre rovnost a pouzivanim pravého horného indexu na oznacenie
neznamych Regiomontanus prekracuje medze synkopickej algebry. Jeho oznacenie
mocnin neznamej prvymi pismenami slov res a census je vsak charakteristickym
znakom synkopickej algebry.

Johannes Widmann vydal roku 1489 ucebnicu Behende und hiibsche Rechnung
auf allen Kaufmanschaft (Rychle a pekné pocitanie pre kazdého kupca), v ktorej
sprehladnil zapis mocnin neznamej v synkopickej algebre az po deviatu mocninu:
r (res - vec); z (zensus - majetok, vyuzivajic nemecku vokalizaciu); ¢ (cubus - koc-
ka); a pre vysSie mocniny zz; rzz; zzz; czz; zzzz; czzz. Synkopicku algebru pouzival
aj Cardano. Pravidlo na riesenie rovnice tretieho stupna sice vyjadril prostriedkami
rétorickej algebry, pri jeho odvodeni vsak pravdepodobne pouzil prostriedky synko-
pickej algebry.

Rozhodujuci krok odvodenia Cardanovho pravidla bol predpoklad, Ze riesSenie je
rozdielom dvoch neznamych. A prave zavedenie oznacenia druhej nezndmej bolo
jednou z hlavnych inovacii synkopickej algebry. Pouzivali sa na to rozne triky: pis-
mena oznacujlce mocniny prvej neznamej sa brali z latinskych terminov, kym pre
druhd neznamu sa pouzivali pismena odvodené z terminov niektorého z miestnych
jazykov; inokedy sa pismena oznacujuce mocniny prvej a druhej neznamej pisali roz-
nou farbou, alebo sa pouzivali velké a malé pismena. Tato inovacia bola pre riesenie
rovnic tretieho stupna rozhodujlca (pozri Kvasz, 2008a, s. 167-172).

Cardano riesenie rovnice tretieho stupna ilustroval na priklade rovnice x3 + 6x = 20
(cubus a Sest’ veci je rovny dvadsat). Jej riesenie zapisal prostriedkami synkopickej
algebry v tvare:

RV: cub: R: 108 p: 10 m: RV: cub: R: 108 m: 10, (2)

Tu RV je z radix universalis (teda odmocnina urcitého vyrazu na rozdiel od oby-
¢ajnej odmocniny cisla, oznacovanej R). Skratka cub je od cubica, a znamena, ze
RV je tretia odmocnina. Pismena p a m oznacuju v sulade s principom synkopickej
algebry operacie plus a minus.

19 Latinska abeceda mala p6vodne iba 21 pismen. Pismena U a V, rovnako ako | a J sa zacali désledne
rozliSovat az od 17. storocia. V 16. storoci sa universalis skracovalo ako V.
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C) Symbolicka algebra (1600-1830 n. [.)20
Synkopicka algebra sa sice na prvy pohlad iba mierne odlisuje od rétorickej algebry,
ale napriek tomu predstavovala vyznamny technicky pokrok. Jej prostriedkami bolo
objavené pravidlo na rieSenie rovnice tretieho stupna. Napriek tomuto nespochyb-
nitelnému Uspechu obdobie synkopickej algebry trvalo iba 200 rokov a nasledne
bola synkopicka algebra vytlacena symbolickou algebrou. Odstranenie synkopickej
algebry malo dobré dévody.

Priame naviazanie algebraickych znakov oznacujlucich mocniny (r, z, ¢) a opera-
cie (R, p, m) na zodpovedajlce terminy (res, zensus, cubus, radix, plus, minus) ma
nespochybniteln( vyhodu - prislusné znaky sa lahko pamétajd. Tato vyhoda je vsak
vyklpena radom nedostatkov. Prvym z nich je skutocnost’, ze symbolika synkopickej
algebry nedrzi identitu nezndmej, Co je problém napriklad pri substitlcii. Ked za r
dosadime r + 2, tak sa automaticky zmenia hodnoty aj ostatnych mocnin, ale znaky
Z a ¢ to nenaznacuju. Medzi znakmi r, z, ¢ neexistuje ziaden suvis, podobny tomu,
ktory na symboloch x, x2 a x3 ukazuje, Ze ak za x dosadime x + 2, tak namiesto
x2 budem mat (x + 2)2. Dal$i nedostatok sa tyka umocfiovania a odmociovania.
V synkopickej algebre medzi oznacenim operacii umocnovania a odmochovania nie
je slvislost, takze skladanie tychto operacii je neprehladné. Ako treti nedostatok
synkopickej algebry méZeme uviest’ nesystematické riesenie problému druhej nezna-
mej, ktoré robi zavedenie tretej neznamej prakticky nemoznym. Preto uz v ramci
synkopickej algebry vznikali zarodky inovacii, ktoré vyustili u Vieta a Descarta do
vzniku symbolickej algebry.

Vznik symbolickej algebry budeme ilustrovat’ na zavedeni a ustaleni roznych as-
pektov jediného symbolu - symbolu pre odmocninu. Odmocnovanie je, rovnako ako
umocnovanie, operaciou pochadzajlcou z aritmetiky. V algebre sa z odmocniny stala
zakladna operacia, pouzivana pri rieseni rovnic.

Regiomontanus zaviedol okolo roku 1460 do matematiky odmocniny a vypracoval
pravidla na pocitanie s nimi. Aritmetick( operdciu odmocnovania, t. j. kalkulativny
proces, premenil na algebraicky vyraz - odmocninu. Odmocninu oznacoval velkym
pismenom R z latinského radix (koren), takze J8 pisal ako Rde 8a /7 ako R cubica
de 7. Prechod od procesu k objektu sa tak odohral uz v ramci synkopickej algebry
(Co je jej dalsi vyznamny prinos).

Nicolas Chuquet pouzival na oznacenie odmocniny pismeno R, podobne ako Regio-
montanus. Stupen odmocniny vsak nevypisoval slovne, ale pomocou horného Cisel-
ného indexu, takze napriklad jeho R?>30 znamenalo J30. Pozoruhodnym aspektom
Chuquetovej symboliky bolo, Ze na oznacenie rozsahu odmocnovania pouzival pod-
&iarkovanie, takze tvrdil, ze R*14 p R°180 egaulx 3 5 R*5, ¢o v nasej symbolike
znamena /14 ++/180 =3++/5. Luca Pacioli v Summa de arithmetica z roku 1494 na-
proti tomu na oznacenie rozsahu odmocnovania pisal pred ¢leny, ktoré chcel odmoc-
nit, pismeno V od universale (spolocny). Teda RV 35 m R 50 znamenalo /35— Js0.

20 Rok 1830 odkazuje k nastupu strukturalnej algebry, ktorej priekopnikom bol Evariste Galois.
V sGcasnosti mame docinenia s nastupom dalSieho - kategorialneho stadia.
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Michael Stifel roku 1544 v knihe Arithmetica integra (Uplna aritmetika) prehodil
malé r a velké R pri znaceni_neznamej a odmocniny. Odmocninu oznacoval Stylizo-
vanym pismenom r v tvare / , ktory pouzivame podnes. Druh(t odmocninu pisal ako
\/;, tretiu ako \/Z, Stvrtd ako vzz.

René Descartes je tvorcom nasej symboliky pre odmocniny a zaviedol ju v knihe
Geometria, vydanej v roku 1637. Od Stifela prijal ideu vziat’ stylizované malé r ako
symbol pre odmocninu. To, Ze o ktord odmocninu ide, vyjadril pomocou aritmetic-
kého indexu podobne ako Chuquet. Tym sa vyprazdnilo miesto pod odmocninou,
kam Stifel pisal oznacenie stupna (teda z pre druh odmocninu ¢i zz pre Stvrtd),
a Descartes tam mohol umiestnit argument, teda odmocnovany vyraz. Descartes
prijima aj Chuquetovu myslienku, Ze rozsah odmocniny je vyznaceny pomocou vo-
dorovnej Ciary (fungujlcej ako urcity druh zatvoriek). Na rozdiel od Chuqueta vsak
pouzil hornt ¢iaru, ¢o umoznilo spojit’ ju s hornou nozickou znaku pre odmocninu r,
a nas symbol pre odmocninu je na svete.

Na tomto stru¢nom prehlade?! zmien, ktoré spolocne vytvaraju symbol pre od-
mocninu, je pozoruhodné, ze prakticky Ziaden aspekt symbolu pre odmocninu sa
nezrodil v podobe, v akej bol do vysledného symbolu zacleneny. Ked' zdlhavu cestu,
ktora v historii matematiky viedla ku vzniku symbolickej algebry, porovname s tym,
ako sa algebra vyucuje na zakladnej a strednej skole, mo6Zeme si uvedomit’ dve
veci. V dejinach matematiky etape symbolickej algebry predchadzalo dlhé obdobie
rétorickej a synkopickej algebry. Skolska prax tieto dve $tddid vynechdva a ziakom
predklada algebru hned’ v jej symbolickej podobe. Potom nas nesmie prekvapit, ze
deti nevedia algebraické symboly spojit’ s realitou. Druhou vecou, ktord si méZzeme
uvedomit, je skutocnost, Ze aj samotné vytvorenie algebraickej symboliky bol zlo-
7ity a zdlhavy proces. Skolska prax tento proces redukuje na zavedenie vysledného
symbolu. Je otazne, Ci ked’ ziakom ponUkneme az vysledny produkt, je vobec mozné,
aby plne pochopili pravidla, ktorymi sa pouzitie tychto symbolov riadi.

2.3 Objektacie z pohladu didaktiky matematiky

Objektacie - alebo spredmetnenia - su tretim druhom kognitivnych zmien v mate-
matike. Podobne ako v predchadzajlcich pripadoch, aj v pripade objektacii si ich
ukazeme najprv na priklade z historie matematiky a potom sa pozrieme aké maju
miesto vo vyuc¢ovani matematiky.

2.3.1 Objektacie v dejinach algebry
Na chvilku sa vratime ku Cardanovmu pravidlu pre riesenie rovnice tretieho stupna
a pozastavime sa u dvoch terminov, ktoré Cardano pouzil - binomium a apotome.

. . . ¢ cY (b)Y _. . c cY (bY ,
Binomium je —+ [| =| +| —| ajehoapotomeje—-—+ || = | +| = | . Suto prav-
2 2 3 2 2 3

21 Podrobnejsi opis tychto zmien sme kvoli tomu, aby nerusil suvislé plynutie textu, umiestnili do
dodatku na konci textu.
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depodobne prvé technické terminy oznacujlce zloZené termy jazyka algebry. Pou-

Zitie tychto terminov je dokladom kognitivnej zmeny, ktort oznacujeme terminom

objektacia ¢i spredmetnenie. Cardano tu odkazuje ku dvom algebraickym vyrazom.

Robi to vsak bez pouzitia symboliky. To ukazuje, Ze ku spredmetneniu dochadza pred

nastupom algebraickej symboliky. Spredmetnenie je kognitivna zmena, pri ktorej

z urcitého procesu sa stava objekt (preto objektacia). To, Ci pre prislusny objekt

najdeme vhodné symbolické vyjadrenie (napriklad to, ktoré sme pouzili ako sym-

bolicky prepis Cardanovych slov), je vedlajSie. Ide o schopnost’ urcity kognitivny
obsah vyclenit, osamostatnit, udrzat’ vo vedomi a rozne s nim manipulovat. Takze

u Cardana sa rodi kognitivny pristup k algebraickym vyrazom ako k novému druhu

algebraickej skutocnosti.

Ked' si uvedomime, ze matematika nie je prirodna veda, teda predmety svojho
vyskumu nenachadza v prirode, ale prakticky vsetky matematické objekty sa zrodili
(alebo aspon kognitivny pristup k nim vznikol) v procese spredmetnenia, vidime,
ako zasadnu Ulohu hra proces postupného spredmetnovania pre rozvoj matematiky.
Tento proces sme podrobne popisali v knihe Patterns of Change a nebudeme sa tu
pustat do jeho vykladu. Uvedieme iba zaverec¢ny prehlad jednotlivych stadii objek-
tacii v algebre (Kvasz, 2008a, s. 198-200). Vo vyvine algebry mozno rozliSit’ aspon
sedem Stadii, ktoré sa lisia v tom, o znamena riesit’ algebraickd rovnicu. Riesit
rovnicu g(x) = 0 v roznych vyvinovych stadiach algebry znamena:

a) Ndjst regulu, teda pravidlo zapisané v beznom jazyku, ktoré vyjadruje ndvod
ako vypocitat koren rovnice. Prikladom je Cardanovo rieSenie rovnice tretieho
stupna, uvedené v kapitole 2.2.1.

b) Ndjst’ formulu, teda vyraz symbolického jazyka algebry, ktory umoznuje vyjadrit
koren rovnice pomocou jej koeficientov, Styroch aritmetickych operacii a odmoc-
novania. Jednotlivé znaky formuly zodpovedaju krokom vypoctu, takze formula
je symbolickym zapisom reguly.

c) Ndjst rozklad formy, teda polyndm zodpovedajlci rovnici rozloZit' na sucin li-
nearnych clenov. Kazdy clen rozkladu formy obsahuje vyraz vyjadrujicu jeden
koren, takze rozklad formy dava tolko korenov, kolkého stupna je rovnica. Riesit’
algebraickd rovnicu na tomto, rovnako ako na nasledujlcich stadiach, znamena
pre rovnicu n-tého stupna najst vsetkych jej n korenov.

d) Ndjst rezolventu, teda dany problém previest’ pomocou substitiicie na pomoc-
nl Ulohu nizSieho stupna. Ked' vyrieSime pomocnd rovnicu, spatnou substitlciou
dostavame riesenie pévodného problému. Okrem korenov rovnice dostavame aj
cisla s nimi asociované. Teda v pripade rovnice n-tého stupna dostaneme vo vse-
obecnosti n! veli¢in. Z pomedzi nich mozno vybrat n, pomocou ktorych sa da
prislusna forma rozlozit' na linearne Cleny.

e) Ndjst' rozkladové pole Q(a,... a,) obsahujlce vsetky korene polynomu. Kroky
konstrukcie rozkladového pola priamo zodpovedaju prislusnym rezolventam.

f) Ndjst’ faktorizdciu grupy symetrii pola Q(a.,... o.,), teda grupu symetrii rozloZit
pomocou systému normalnych podgrup. Faktorizacia grupy koresponduje rozkladu
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pola na jednotlivé rozsirenia, a tak zo znalosti faktorizacie grupy mozno usudzo-

vat’ na konstrukciu rozkladového pola.

g) Vytvorit’ faktorizdciu okruhu Q[x] podla idedlu (g(x)), teda najst triedy rozkladu
okruhu polynémov podla idealu prislichajiceho danému polynému. Jedna z tried
je hladanym rieSenim rovnice, a tak mame univerzdlny postup na riesenie (ubo-
volnej algebraickej rovnice.

Ak sa Citatel este nestretol s niektorymi pojmami pouzitymi v bodoch a) az g), to
nie je podstatné. Uvedeny zoznam sme uviedli iba kvoli tomu, aby sme ilustrovali
postupnost’ abstrakénych zdvihov, ku ktorym v dejinach algebry doslo. Samozrejme,
nie vSetky uvedené Urovne tvoria napln uciva zakladnej alebo strednej Skoly. Spolu
vsak vhodne ilustruju bohatstvo a roznorodost’ pojmotvorného procesu v algebre.
Ked' si podobn( postupnost’ predstavime okrem algebry aj v aritmetike, syntetickej
geometrii a analytickej geometrii, ziskame aspon priblizn( predstavu o bohatstve
a zlozitosti pojmovej vystavby matematiky. Aj ked’ sa ziak z mnohymi z tychto poj-
mov nestretne, ostava ich stale dostatocné mnozstvo na to, aby dali didaktikom
podnet na zamyslenie.

2.4 Re-formulacie z pohladu didaktiky matematiky

Nahradenie jednej formulacie (urcitého tvrdenia, definicie, argumentu) inym,
presnejsim, jasnejsim alebo stru¢nejsim (teda neekvivalentnym) vyjadrenim na-
zyvame re-formulaciou. Na rozdiel od idealizacii Ci re-prezentacii si matematici aj
didaktici matematiky re-formulacie dobre uvedomuji. Na matematike je napadna
presnost’ jej jazyka a mnohi ucitelia vidia svoju Glohu v tom naucit ziakov presnym,
jasnym a struénym formulaciam matematickych poznatkov. Ziakom tieto presné,
jasné a strucné formulacie predvedu, potom ich precvic¢uju a nasledne skisaju, ako
sa ich ziaci naucili.

To, Co konstruktivisti oznacuji ako tzv. transmisivna metdda vyucovania mate-
matiky, to z kognitivneho hladiska mozno vymedzit' ako vyucovanie, zalozené na
presvedceni, Ze ziakov mozno matematiku naucit’ postupnostou re-formulacii.?2
Tzv. transmisivna metoda je konstruktivistami kritizovana preto, lebo ignoruje za-
konitosti pojmotvorného procesu, nevytvara v mysli Ziaka zakladné pojmy, ale odo-
vzdava mu iba presné formulacie hotovych poznatkov. Zastancovia tzv. transmisivnej
metody sa podla konstruktivistov uspokoja, ked’ Ziak vie zopakovat presné formula-
cie preberanych definicii, poznatkov a postupov riesenia Standardnych uloh.

Z matematického hladiska s niektoré re-formulacie zaujimavé. Ako priklad uve-
dieme re-formulaciu piateho postulatu, ktory Euklides formuloval slovami:

22 Termin transmisivna metdda pouzivame s privlastkom ,,tzv.“, aby sme zvyraznili, ze to je ter-
min, ktory pouzivaji konstruktivisti na oznacenie svojich oponentov. Didaktici, ktorych vyuku
konstruktivisti takto nazyvajl, vsak sami seba takto neoznacuju, lebo toto oznacenie nepovazujl
za adekvatne ani presné.
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A ak nejaké dve priame Ciary pretne ina priama Ciara tak, ze vytvori na jednej strane
vntorné uhly mensie nez dva pravé, tak aby sa tieto priame &iary, ak budu predizené
do nekonecna, stretli na tej strane, na ktorej st uhly mensie nez dva pravé (Sir, ed.,
2011, s. 117, preklad z cestiny L. K.).

Tato formulacia piateho postulatu ma v gréckom originali 36 slov. Zvysné styri
postulaty maju dohromady iba 32 slov. V roku 1795 anglicky matematik John Playfair
uverejnil text Euklidovych Zakladov, v ktorom Euklidovu formulaciu nahradil novou:

Ak je dana priamka [ a bod P, ktory na nej nelezi, mézeme viest' jednu a len jednu
priamku prechadzajicu bodom P, ktora nepretne [ (Gray, 1989, s. 87).23

Obe formulacie piateho postulatu su z logického hladiska ekvivalentné, z prvej
vyplyva druha a naopak. Ale z kognitivneho hladiska je medzi nimi rozdiel. Playfai-
rova formulacia otvara dvere smerom k neeuklidovskym geometriam. Staci spojenie
»jednu a len jednu“ nahradit’ slovom ,,dve“ alebo ,,ziadnu“ a mame Bolyaiov-Loba-
cevského resp. Riemannov systém neeuklidovskej geometrie.

Priklad piateho postulatu ukazuje, Ze problematika re-formulacii je vyznamna,
zaujimava a kognitivne dolezita. Ked’ konstruktivisti kritizuju pristup k vyucovaniu
matematiky, ktory vyuku zaklada na tom, ze Ziakom predklada presné formulacie
hotovych poznatkov, to neznamena, ze by snaha o presnost’ pri formulovani matema-
tickych poznatkov nebola dolezita. Tzv. transmisivna metoda nie je zla kvoli tomu,
¢o robi, ale kvoli tomu Co nerobi. Spravidla totiz ziakom nepomaha pri procesoch
objektdcii, re-prezentdcii a predovsetkym idealizdcie. Kvoli tomu je konsStrukti-
vistami kritizovana. To, Zze poznatky, ktorych presné formulacie ziakom predklada
k pamatovému uceniu, su pekné, uzitocné a dolezité, o tom nik nepochybuje. Ale
aj keby sa ich Ziaci dokonale naucili, matematiku sa tak nenaucia. Budl ju schopni
nanajvys imitovat.

3 Zaver

Celkovo mozno povedat, ze zmeny v pojati matematiky, ktoré si vacsina z nas nie
vzdy uvedomuje, ako sU idealizacie, re-prezentacie a aj niektoré objektacie,?* sl

23 Tvrdenie ekvivalentné s Playfairovou formulaciou uvadza Euklides ako vetu XXXI prvej knihy Zdkla-
dov a formuluje ho slovami ,,Danym bodom ved’ rovnobezku s danou Useckou. Keby toto tvrdenie
povysil na postulat, sloveso by musel zmenit z imperativu (ved’) na neurcitok (viest’), rovnako ako
je to u Playfaira. Samozrejme, volba iného tvrdenia za piaty postulat nie je jedina vec, v ktorej
sa Euklidov povodny systém odliSuje od Playfairovho. LiSia sa tym, Ze Euklides pracuje vyhradne
s kone¢nymi objektmi, kym Playfair pracuje s nekonecnymi priamkami (Co je objektacia, ktoru
sme podrobnejsie vylozili v knihe Kvasz, 2008a). Jej zvlastnostou bolo, ze sa primarne odohrala
v maliarstve, nie v geometrii (pozri Kvasz, 2020, s. 22-48). Ale ked' si tuto zasadnejsiu zmenu
odmyslime, stale tu je moznost vybrat vetu XXXI za piaty postulat. Euklides to mohol urobit,
ale neurobil to. Playfaira uvadzame ako doklad toho, Ze sa to urobit’ da, a keby to bol Euklides
urobil, dejiny geometrie by sa pravdepodobne uberali Uplne inymi cestami. Problematiku piateho
postulatu podrobnejsie analyzuje napriklad Vincenzo De Risi (2016).

24 Ako bol prechod od konecnych Useciek k nekoneénym priamkam v renesancii.
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velmi zlozité zmeny. InStrumentalny realizmus je schopny rézne druhy kognitivnych
zmien detailne popisat, a tak moze didaktike matematiky ponuknut nastroje na
analyzu tychto zmien v poznavacom procese u ziaka, kedy sU jednotlivé druhy
zmien vzajomne prepletené a rozne sa prekryvajl, kedze prebiehaju vsetky sGcasne.
Okrem toho moze instrumentalny realizmus pontknut’ didaktike matematiky aj urci-
té zakladné poznatky o dynamike jednotlivych druhov zmien.

Asi najvyznamnejsi prinos insStrumentalneho realizmu vsak vidime v celkovom
pristupe k vyucovaniu matematiky. InStrumentalny realizmus ponuka urcitu alterna-
tivu, Ci tretiu cestu, medzi pojatim didaktiky zameranym na ucivo, ktoré vidi ciel
vzdelavania v odovzdani urcitého siboru poznatkov (Ci urcitého kultirneho dedic-
stva), a pojatim didaktiky zameranej na kompetencie, ktoré vidi ciel vzdelavania
v nauceni schopnosti prakticky konat' v urcitych situaciach. Prvy z tychto pristupov
doéraz na to mladej generacii odovzdat’ dedicstvo, ktoré sme dostali od nasich otcov
a matiek, v jeho komplexnosti a bohatstve. Naproti tomu kompetencie viac vyhovujl
potrebam vyuky cudzich jazykov, kde je dolezité naucit ziaka cudzi jazyk predovset-
kym aktivne pouzivat, kym kultirne realie, viaZzuce sa k danému jazyku, stoja az
v druhom plane. Matematika sa nachadza niekde medzi tymito dvomi krajnostami.
InStrumentalny realizmus, upriamenim pozornosti na postupnost’ kognitivnych zmien
v mysli Ziaka, ponuka tretie pojatie zmyslu vyucovania: cielom vyucovania je navo-
dit v mysli ziaka kognitivne zmeny, ktoré su predpokladom Uspesného porozumenia
a aktivneho osvojenia si uciva.

Tento pristup akceptuje, ze zmyslom vyucovania je odovzdat urcité dedicstvo,
ale tymto dediéstvom je kognitivne dediCstvo, teda schopnost rozumiet’, objavovat
a riesit’ problémy. Matematika je nositelkou tisicrocnej tradicie pocitania, dokazo-
vania a konstruovania, a toto dedicstvo sa da odovzdat’ len ako porozumenie jeho
pravidlam pocitania, porozumenie jeho argumentom pri dokazovani a porozumenie
jeho postupom konstruovania. Na druhej strane pristup instrumentalneho realiz-
mu akceptuje, Ze Ziakov musime naucit matematiku aktivne pouzivat v realnych
situaciach. Ale v matematike, na rozdiel od jazyka, neexistuji kompetencie (pre
zdovodnenie tejto tézy pozri Kvasz, 2016, s. 36-41). To, Co uc¢ime, nie je zvladanie
situacii, ale vhlad do nich, porozumenie pri¢inam toho, preco to, co robime, aj
skutocne funguje. Hovorca jazyka nemusi vediet zdévodnit’ gramatické pravidla,
ktorymi sa pri pouzivani jazyka riadi - vacSina z nas si vSetky pravidla gramatiky ani
neuvedomuje. A urcite po nom nechceme, aby pravidla gramatiky zovseobecrioval.
Naproti tomu v matematike pokial nerozumieme tomu, preco veci funguju, vlastne
nerobime matematiku, ale len imitujeme pracu tych, ktori matematike rozumeju.>2s
Ked’ v matematike nieco pochopime, je prirodzené skusit to zovseobecnit’, vyskusat
to v inych kontextoch.

25 Ucenie sa jazyka je prave takyto imitativny nacvik. V com sa matematika zasadne odliSuje od
jazyka a preco v matematike neexistuji kompetencie, je prave to, Ze matematika nie je zalozena
na imitacii, ale na porozumeni. Matematiku nie je mozné sa naucit’ (mysli sa naucit' sa naspamat),
ale je mozné ju iba pochopit’.
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Dodatok: podrobnejsi opis vzniku symbolu odmocniny

V kapitole 2.2.1. sme strucne ilustrovali vznik symbolickej algebry na priklade vzniku
a ustaleni roznych aspektov jediného symbolu - symbolu pre odmocninu. Odmocho-
vanie je, podobne ako umocnovanie, operacia znama z aritmetiky. V algebre vsak
dochadza k premene odmocnovania na odmocninu, ktord mézeme aplikovat' nielen
na Cisla, ale aj na algebraické vyrazy.

Ako sme spomenuli, bol to Regiomontanus kto zaviedol do matematiky pojem
odmocniny a vypracoval pravidla na pocitanie s odmocninami. Odmocninu oznacil
velkym pismenom R, takze +/8 pisal ako R de 8 a /7 ako R cubica de 7.

Nicolas Chuquet uz nevypisoval stupen odmocniny slovne, ako Regiomontanus, ale
pomocou horného cCiselného indexu, takze napriklad jeho R? 30 znamenalo J30. Tato
inovacia ma Styri aspekty. Po prvé symbol pre odmocninu sa stava zloZenym symbolom.
Sklada sa z Casti oznacujlcej identitu operdcie R (ta eSte nesie stopy synkopickej
algebry; R odkazuje na radix) a indexu 2 oznacujlceho jej stupen. Po druhé, index
udavajuci stupen je aritmetickym indexom, takZe automaticky koduje vztahy roz-
nych odmocnin pri operaciach - napriklad, ze tretia odmocnina z druhej odmocniny
je Siesta odmocnina (teda umocniovanie a odmocnovanie vedie k nasobeniu indexov),
¢o je prvy krok na ceste k logaritmom. Po tretie aritmeticky index umoziuje zaviest
zdporné odmocniny, ¢o Chuquet aj skutocne urobil. NiecCo také v aritmetike, kde
umocnovanie znamena opakované nasobenie, nedava zmysel. Nase 42x2 : 6x> = 7x -3
zapisal ako 422 + 65 egaulx 7°™. Tu 72 je synkopicky znak, ktory oznacuje minus. Stvr-
tym aspektom Chuquetovej symboliky pre odmocniny bolo, Ze na oznacenie rozsahu
operacie odmocnovania pouzival podciarkovanie.

Luca Pacioli pisal pred cleny, ktoré chcel odmocnit, pismeno V od universale (spo-
lo¢ny). Teda RV 35 772 R 50 znamenalo +/35— J50. Myslienka oznadit' rozsah operacie
odmocnovania sa tak objavila nezavisle v niekolkych variantoch. Aj ked’ Pacioliho
sposob nie je tak dobry ako Chuquetov, Cardano pri zapise riesenia rovnice tretieho
stupna pouzil Pacioliho zapis. Ked’ Cardanovu formulu RV: cub: R: 108 p: 10 m: RV:
cub: R: 108 m: 10, prepiseme do nasej symboliky, ktora kopiruje Chuquetove pouziva-
nie vodorovnej ¢iary na oznacenie rozsahu odmocniny, len miesto podciarkovania my
vyraz, ktory sa ma odmocnit’, ,,nadciarkujeme“, dostaneme 3\/\/@+ 10 —3\/\/@—10.
Porovnanim oboch zapisov vidime nejednoznacnost’ symbolu RV a tym aj vyhody
Chuquetovho podciarkovania. Napriek tomu bola Pacioliho symbolika dostatocne
flexibilna, aby Cardanovi umoznila vyjadrit riesenie rovnice tretieho stupna. Stucasne
tu vidime jeden z motivov, pohanajlcich vyvin algebraickej symboliky, totiZ snahu
po jednoznacnosti symbolov.

Michael Stifel neznamu oznacoval velkym R, aby mohol malé r pouzit' na ozna-
¢enie odmocniny. Teda iba prehodil malé r a velké R pri znaCeni neznamej (res)
a odmocniny (radix). Odmocnovanie oznacoval stylizovanym pismenom r v tvare
ktory pouzivame podnes. Toto je pozoruhodny prechod od synkopickej algebry k sym-
bolickej, kde v Stifelovom znaku prestavame citit' jeho synkopicky povod (malé r)
a zaCiname ho vnimat’ ako Cisty symbol (t. j. konvencéne zvoleny znak bez akého-
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kolvek suvisu s tym, ¢o oznacuje). Druht odmocninu pisal ako Jz, tretiu ako e,
Stvrtd ako v/z. Teda aj Stifel chapal symbol pre odmocninu ako zloZeny z dvoch
komponent, a prinasa tretiu komponentu. Vedla prvej komponenty, ktorou je Sty-
lizované r slziace ako indikdtor identity (Chuquet identitu odmocniny oznacoval
velkym R), a druhej komponenty, ktorou je indikdtor stupria odmocniny (kde este
nepouziva aritmeticky index, ale synkopicky znak ako z, c, ¢i zz) Stifel vyclenuje
miesto pod znakom odmocniny, z ktorého sa vyvinie miesto pre argument. ESte toto
miesto nepouZiva na umiestnenie argumentu, t. j. odmocnovaného vyrazu. Miesto
toho tam dava indikator stupna. Ale rozhodujlce je, Ze Stifel rozpoznal moznost
vnorit’ do symbolu pre odmocninu d’alSie znaky.

René Descartes je tvorcom nasej symboliky pre odmocniny. Od Stifela prijal ideu
vziat’ Stylizované malé r ako symbol pre odmocnovanie. To, Ze o ktorl odmocninu
ide, vyjadril pomocou aritmetického indikdtora (podobne ako Chuquet), a nie po-
mocou pismena ako Stifel. Tomuto indikatoru dal podobu lavého horného indexu
(Chuquet pouzival pravy horny index) a pripojil ho ku znaku pre odmocninu (kam ho
piSeme podnes). Tym sa vyprazdnilo miesto pod odmocninou, kam Stifel umiestno-
val indikator stupna. Descartes tam mohol umiestnit argument, teda odmocnovany
vyraz, ¢im vytvoril asi po prvy krat v dejinach odlisenie funkcionalneho symbolu a ar-
gumentu. Descartes okrem toho prijima Chuquetovu myslienku, Ze rozsah odmocniny
je vyznaceny pomocou vodorovnej Ciary (fungujucej ako urcity druh zatvoriek). Na
rozdiel od Chuqueta vsak pouzil hornu ¢iaru a nie dolnu, ¢o umoznilo spojit’ ju s hor-
nou nozickou Stylizovaného r oznacujuceho identitu odmocniny do jediného znaku.

Mozeme zhrnat: symbol pre odmocninu vznikol zrastenim viacerych aspektov:2¢
1. Zavedenie indikdtora identity odmocniny pomocou synkopického znaku R od slova

radix (1460 - Regiomontanus)

2. Zavedenie indikdtora stupria odmocniny pomocou synkopického znaku alebo ce-
lého slova, na oznacenie toho, o ktord odmocninu ide (1460 - Regiomontanus)
3. Zavedenie indikdtora rozsahu pésobenia odmocniny pomocou symbolického znaku

v tvare vodorovnej Ciary (podciarknutia) ako istého typu zatvoriek (1484 - Chuquet)
4. Premena indikatora stupna zo samostatne stojaceho synkopického znaku na pravy

horny aritmeticky index (1484 - Chuquet).

5. Premena indikatora stupna zo samostatne stojaceho synkopického znaku na pravy
horny aritmeticky index (1484 - Chuquet).2?
6. Nahradenie synkopického oznacenia identity odmocniny pomocou velkého R ma-
lym r, ktoré sa da spojit s dalsimi prvkami zloZeného znaku (1544 - Stifel).

26V prehlade aspektov vysledného symbolu pre odmocninu a ich zmien sme sa usilovali odlisit’
zavedenie, t. j. vznik nového aspektu, ktory v pévodnej alebo v pozmenenej podobe bude trvalou
sucast'ou symbolu; premenu, ¢im rozumieme konceptualny zdvih zvysujuci expresivitu symbolu
alebo jeho jednoznaénost’; nahradenie, ¢im rozumieme zmenu, ktora modifikuje povodny napad
niec¢im, o je s nim v zasade rovnocenné, ale lepsie ladi s ostatnymi prvkami; a zrastanie, ¢im
rozumieme spojenie jednotlivych aspektov do vysledného symbolu.

27 Body 4 a 5 oznacuju rozne aspekty jednej veci. Na Chuquetovom indikatore stupriia odmocniny je
zaujimavé jednak, ze ide o index, ktory by vSak mohol byt aj synkopicky, a jednak to, Ze tento
index je aritmeticky.
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7. Zavedenie miesta pre indikdtor stupria odmocniny ako prazdneho miesta vloze-
ného pod znak odmocniny (1544 - Stifel).

8. Nahradenie pravého horného indexu ako indikatora stupna odmocniny lavym
hornym indexom (1637 - Descartes).

9. Nahradenie podciarkovania ako indikatora rozsahu pésobenia odmocniny hornou
Ciarou (1637 - Descartes).

10. Premena miesta pod znakom odmocniny z miesta pre indikator stupna odmocni-
ny na miesto pre argument (1637 - Descartes).

11. Zrastenie miesta pre argument (10), hornej Ciary (9), lavého horného indexu (8)
v tvare aritmetického indexu (5) so Stylizovanym malym r (6) v jediny symbol,
na ktorom nevidno Svy medzi jeho uvedenymi aspektmi (1637 - Descartes).

Uvedeny zoznam jedenastich zmien, ktoré vytvaraji symbol pre odmocninu, ma
dve zaujimavé Crty. Jednak si m6zeme vSimnut, Ze inovacie neprichadzaja jednot-
livo, ale v urcitych zhlukoch (od Regiomontana si dve, od Chuqueta tri, od Stifela
dve a od Descarta tri), teda ako keby existovali urcité fragmentarne rieSenia, ktoré
umoznia zvladnut’ urcity aspekt vyslednej symboliky. Okrem toho prakticky Ziaden
aspekt symbolu pre odmocninu sa nezrodil v podobe, v akej bol do vysledného sym-
bolu zacleneny, teda vysledna symbolika je vysledkom kompromisov medzi jednotli-
vymi fragmentmi. To jasne ukazuje kognitivnu zloZitost’ vzniku symbolickej algebry.

Samozrejme, nebolo by vhodné, keby sa skola usilovala kopirovat’ vsetky zakruty
cesty veducej ku vzniku algebraickej symboliky od Regiomontana po Descarta. Ale
ani sucasna prax, ktora ziakom predklada az vysledny produkt v jeho monolitickej

(teda jednotnej a uhladenej) podobe, sa nezda byt najvhodnejsou. Svedcia o tom

okrem iného aj notoricky zname tazkosti Ziakov so slovnymi Ulohami (teda ulohami

rétorickej podoby, ktoré Ziaci nevedia prelozit do symbolického zapisu). Je moz-
né, Ze okrem vynechania synkopickej algebry, ktora je prirodzenym mostom medzi
rétorickou a symbolickou algebrou, tu svoju ulohu hra aj to, ze jednotlivé aspekty
algebraickej symboliky (ako su indikator stupna, indikator identity, indikator rozsahu,

a odlisenie funkcionalneho symbolu a argumentu) prichadzajl vsetky naraz. Vyssie

uvedenych jedenast’ bodov a predovsetkym odlisenie jednotlivych indikatorov pred-

stavuju pokus rozbit algebraick symboliku na jej kognitivne komponenty, ktoré mézu
slizit' ako vychodisko pre vypracovanie didaktického postupu pre ich zavedenie.28

Pod’'akovanie

Stat’ je sUCastou projektu Progres Q17 Priprava ucitele a ucitelské profese v kon-
textu védy a vyzkumu.

28 Samozrejme, uvedomujeme si, ze ¢o sme uviedli, je iba nacrt rozkladu jediného symbolu. Keby
sa podarilo celu algebraick( symboliku rozbit' na jej kognitivne komponenty, umoznilo by to
presnejsie diagnostikovat' problémy Ziakov pri Uprave vyrazov a pri slovnych ulohach. Oddeleny
nacvik prace s jednotlivymi komponentmi by potom mohol byt cestou, ako tieto problémy Gcinne
riesit.
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