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Abstrakt: InStrumentalny realizmus sme predstavili ako epistemologicku kon-
cepciu zameranu na analyzu zmien jazyka matematiky. Podla tejto koncepcie je mozné odlisit
zmeny jazyka Styroch rozli¢nych druhov. Z pohladu inStrumentalneho realizmu je Glohou vyucovania
matematiky v kognitivhom systéme Ziaka navodzovat’' zmeny vsetkych Styroch druhov. R6zne pristupy
k vyuc€ovaniu matematiky (konstruktivizmus, realisticka matematika, hermeneuticky pristup, ge-
neticka metoda) sa lisia tym, aky didakticky vyznam prikladaji jednotlivym druhom zmien. Kvalitu
urcitého pristupu k vyucovaniu matematiky mézeme posudzovat’ aj podla toho, ako Uspesne navo-
dzuje v mysli ziaka zmeny kazdého z uvedenych druhov. Vychadzame z predpokladu, ze kognitivne
zmeny, ktoré ucitel pri vyuCovani matematiky navodzuje v mysli Ziaka, sG svojou povahou pribuzné
s kognitivnymi zmenami, ku ktorym doslo v mysliach matematikov, ktori pojmy, postupy a poznatky,
ktoré ziakov dnes ucime, objavovali. Ak je tento predpoklad spravny, umoziuje nam znalost' dejin
uvedomit’ si zlozitost’ zmien, ktoré sa ucitel usiluje navodit' v mysleni Ziaka. Cielom ¢lanku je analyza
genetického konstruktivizmu z pohladu insStrumentalneho realizmu. Chceme ukazat, Ze geneticky
konstruktivizmus obsahuje didaktické prostriedky na to, aby v mysli Ziaka navodil autentické kog-
nitivne zmeny vsetkych Styroch druhov. Nasa analyza je druhom epistemologickej rekonstrukcie,
zameranej na konceptualnu stavbu genetického konstruktivizmu. Preto nevypoveda o empirickom
obsahu skimanej teorie, avsak verime, zZe upresnenie nasho porozumenia epistemologickej Struktire
skimanej teorie umozni vytvorit' si jasnejsiu predstavu o parametroch, ktoré bude treba zohladnit’
pri jej empirickom skimani.

Klacové slova: didaktika matematiky, geneticky konstruktivizmus, Hejného metdda, didaktické
prostredia, genericky model

Genetic Constructivism in the Light of Instrumental Realism

Abstract: We introduced instrumental realism as an epistemological approach
aimed at analysing changes in the language of mathematics. According to this approach, we can dis-
tinguish changes of language of four different kinds. From the perspective of instrumental realism,
the task of mathematics education is to induce changes of all four kinds in the learner’s cognitive
system. Different approaches to mathematics education (constructivism, realistic mathematics,
hermeneutic approach, genetic method) differ in the didactic importance they attach to each kind
of these changes. The quality of an approach can thus be judged by how successfully it induces each
of these kinds of change in the learner’s mind. We assume that the cognitive changes that a teacher
induces in the mind of a pupil when teaching mathematics are analogous to the cognitive changes
that occurred in the minds of the mathematicians who discovered the concepts, procedures, and
knowledge that we teach pupils today. If this assumption is correct, a knowledge of history enables
us to realize the complexity of the changes that the teacher seeks to induce in the mind of the
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pupil. The aim of this article is to attempt an analysis of genetic constructivism from the perspective
of instrumental realism. We want to show that genetic constructivism contains the didactic means
to induce authentic cognitive changes of all four kinds in the pupil’s mind. Our analysis is a kind
of epistemological reconstruction, focusing on the conceptual structure of genetic constructivism.
It is therefore not indicative of the empirical content of the theory under investigation, but we
believe that refining our understanding of the conceptual structure of genetic constructivism will
allow developing a clearer picture of the parameters that will need to be taken into account in its
empirical scrutiny.

Keywords: didactics of mathematics, genetic constructivism, Hejny’s method, didactic environ-
ments, generic model

Myslienka napisat’ predkladany text sa zrodila pri praci na ¢lanku Pytagorejskd ma-
tematika vo svetle kartezidnskej fyziky (Kvasz, 2017), ked’ sme pochopili stvis me-
dzi procesom idealizdcie (ktorého druhé stadium je v pripade matematiky tvorené
prave pythagorejskou naukou) a mechanizmom genézy matematického poznania od
izolovanych modelov cez genericky model az k objavu poznatku (ktory tvori jeden
z pilierov genetického konstruktivizmu®). Uvedomili sme si, ze tri etapy tohto me-
chanizmu - izolované modely, genericky model, objav poznatku - vystihuji povahu
etap procesu idealizacie, ktoré v pripade matematiky zodpovedaju thaletovskej,
pythagorejskej a euklidovskej etape jej rozvoja.

Ako sme zdoraznili (Kvasz, 2020, s. 13), z kognitivneho hladiska je mozné vy-
ucovanie matematiky chapat’ ako systematické Usilie navodit’ v mysleni Ziaka ur-
ity subor kognitivnych zmien. Navrhli sme odlisSit Styri druhy zmien (idealizacie,
re-prezentacie, objektacie a re-formulacie), ktoré sme strucne opisali.2 Jednotlivé
druhy zmien sa od seba odli$uju hibkou premien, ktoré v mysleni Ziaka vyvolavajl,
ako aj v dlzke ¢asu, ktory na ich Gspe$né navodenie potrebujeme. Objav stvislosti
medzi procesom idealizacie a mechanizmom genézy matematického poznania v ge-
netickom konstruktivizme nas priviedol k myslienke pozriet’ sa, ¢i je mozné aj pre
Zvysné tri typy zmien (teda pre re-prezentacie, objektacie a re-formulacie) najst ich
didakticky ekvivalent v ramci genetického konstruktivizmu. Nase Usilie bolo koruno-
vané Uspechom a tak sa pokusime ukazat, ze geneticky konstruktivizmus obsahuje
didaktické nastroje, o ktorych sme presvedceni, ze umoznuju vyvolat v mysleni Ziaka
zmeny vsetkych Styroch druhov.

Predkladany ¢lanok prinasa epistemologickt analyzu genetického konstruktivizmu
z hladiska instrumentalneho realizmu. Je preto druhom konceptualnej analyzy, akd
mozno ako prvy predlozil Ernst Mach roku 1883 v knihe Die Mechanik in ihrer Ent-
wickelung, Historisch-Kritisch dargestellt. Tuto metodu hlbsie rozpracovali ¢lenovia

1 Termin geneticky konstruktivizmus sme zaviedli na oznacenie Hejného metody (Kvasz, 2016).

2 Zmeny, o ktorych tu hovorime, sU rozsiahle zmeny kognitivneho Stylu. V inStrumentalnom realiz-
me vyuzivame stopy, ktoré urcita zmena zanecha v jazyku, na jej detekciu a identifikaciu. Ale
samotné zmeny s, samozrejme, omnoho SirSie a hlbsie a ich analyza preto vyzaduje komplexny
pristup. Zameranie sa na jazyk matematiky je len nastrojom analyzy, ktorého cielom je dand
zmenu najst’ a odlisit od zmien inych druhov, vd'aka tomu, ze r6zne druhy zmien zanechavaju
v jazyku stopy réznej povahy.
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Viedenského krizku Moritz Schlick a Rudolf Carnap. Od cias Viedenského krizku
doslo v epistemologii k sémantickému a nasledne k pragmatickému obratu, takze
dnesné epistemologické pristupy, medzi ktoré patri aj inStrumentalny realizmus,
svoju analyzu zameriavaju nielen na syntaktické vztahy medzi pojmami teorie, ale
aj na ich sémanticky obsah a ukotvenie v instrumentalnej praxi. Avsak zmysel tejto
analyzy ostava od Cias Macha nezmeneny - porozumiet vzajomnej previazanosti
jednotlivych prvkov tedrie tak, aby bolo mozné ich empirické testovanie. Z tohto
hladiska predstavuje Machov prispevok asi neprekonatelny ideal, ked’ poukazanim na
skutocnost’, Ze pojmy absolutneho Casu a priestoru si v Newtonovej mechanike bez
akejkolvek epistemologickej funkcie, inspiroval Alberta Einsteina k ich empirickému
ukotveniu, a tak prispel ku vzniku Specialnej teorie relativity. Je malo pravdepo-
dobné, Ze epistemologické analyzy genetického konstruktivizmu povedu k tak pre-
vratnym dosledkom, verime vsak, ze kazdému seri6znemu empirickému testovaniu
urcitej teorie by mala predchadzat’ jej epistemologicka analyza.

1 Pojem idealizacie v genetickom konstruktivizme -
metoéda izolovanych modelov, generického modelu
a objavu poznatku

Zda sa, Ze Vit Hejny (1904-1977) dospel pozorovanim detského myslenia k pocho-
peniu zakonitosti procesu idealizacie a toto poznanie zabudoval do genetického
konstruktivizmu ako proces veduci od stimulacie, cez vznik separovanych modelov,3
vznik univerzalneho modelu az k objavu poznatku, jeho krystalizacii a automatizacii:

stimulacia — separované modely — univerzalny model — poznatok — krystalizacia —
automatizacia

Didakticka tedria idealizacie bola pod nazvom genéza matematického poznatku
zverejnena v publikacii Pracovné materidly skoliaceho pracoviska Tdbora Mladych
Matematikov (Hejny & Hejny, 1977/2012, s. 56). O jedenast rokov neskor vo vy-
sokoskolskej ucebnici Tedria vyucovania matematiky 2 bola nazvana mechanizmus
pozndvacieho procesu, pricom stimulacia bola premenovana na motivaciu (Hejny
a kol., 1988, s. 23).4 O dalsich Sestnast’ rokov, v publikacii Dvacet pét kapitol z di-
daktiky matematiky, sa hovori o mechanizme nadobtdania matematického poznat-
ku, termin univerzalny model je zmeneny na genericky model a automatizacia je
vynechana (Hejny, 2004, s. 27-29). Nakoniec v monografii Vyucovdni matematice
orientované na budovdni schémat: aritmetika 1. stupné bol termin separované mo-

3V ¢lanku okrem iného sledujem aj vyvoj terminologie, takze pre to, Co sa dnes oznacuje termi-
nom izolované modely, uvadzam aj povodny termin separované modely, pomocou ktorého bol
tento pojem povodne zavedeny.

4 Slovo stimul je odvodené od latinského stimulus, ¢o bol nazov pre bodec sliziaci na pohana-
nie otrokov, takze navodzuje predstavu vonkajsej pohnUtky. Termin motiv je v tomto ohlade
neutralny.
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dely zmeneny na izolované modely (Hejny, 2014, s. 40).> TakZe vysledna schéma
vyzera nasledovne:

motivacia — izolované modely — genericky model — abstraktny poznatok — krystalizacia

Porovnanim oboch schém vidime, Ze v priebehu 37 rokov od 1977 po 2014 sa
terminologicky zmenila prakticky kazda zlozka.® Odhliadnuc od terminologickych
zmien vSak mechanizmus ostava nemenny a mézeme sa pokUsit’ ukazat', Zze uvedeny
mechanizmus predstavuje rekonstrukciu procesu idealizdcie v mysli Ziaka. Aby sme
pochopili vztah mechanizmu k procesu idealizacie, potrebujeme trocha teorie.

Separované modely sU separované nie preto, ze by ich tvorcovia chceli nieco se-
parovat, ale preto, Ze jazyk prvej etapy idealizacie neobsahuje prostriedky umoZzriu-
juce skladobnt a deduktivnu syntézu. Etapa separovanych modelov v mysleni Ziaka
je paralelou thaletovskej geometrie. Thaletova geometria sa vyznacovala tym, ze
dokazala opisat’ iba izolované objekty a ich vlastnosti, ale nedokazala tieto objekty
spajat’ do zlozitejsich celkov (t. j. chybala jej skladobna syntéza) a nedokazala
jednotlivé argumenty spajat do retazca kauzalnych sivislosti, ako to bezne robime
pri dokaze (t. j. chybala jej deduktivna syntéza). Tuto pozoruhodnu vlastnost' Tha-
letovej matematiky si mézeme uvedomit’, ked’ si pripomenieme Sest’ matematickych
poznatkov, tradi¢ne pripisovanych Thaletovi. Prvé styri uvadza Proklos v Komentdri
k prvej knihe Euklidovych Zdkladov (Proclus, okolo 450 n. L. /1992), zvysné sl od
Diogena Laertského (okolo 300 n. L. /1954) z jeho Zivotopisov vyznamnych filozofov:

T1: Priemer deli kruh na dve rovnaké casti.

T2: Oproti zhodnym stranam lezia v trojuholniku zhodné uhly.

T3: Vrcholové uhly st zhodné.

T4: Trojuholniky, ktoré sa zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi zovretom, su
zhodné.

T5: Urenie vy3ky pyramidy zmeranim dlzky jej tiefa vtedy, ked’ ma predmet
rovnak( di{zku ako jeho tief.

Té6: Kazdy uhol nad priemerom je pravy.

Kazdé z tychto tvrdeni sa tyka jedného objektu (kruhu, trojuholnika) a tvrdi
rovnost’ jeho urcitych aspektov Ci Casti (polkruhov, uhlov). M6zeme si tieZ vSimnQt,
ze k tomu, aby sme tieto tvrdenia dokazali, sta¢i nahliadnut’ zhodnost, ktora je do-
sledkom symetrie Utvaru, ktorého sa tvrdenie tyka. Ked’ si tito zhodnost’ vSimneme,
tvrdenie sa stava evidentnym. Teda Utvary, o ktorych hovori thaletovska matema-
tika, s nezlozené, a ich dokazy maju jeden krok. Etapu separovanych modelov by
sme preto mohli vymedzit' ako etapu bez skladobnej a deduktivnej syntézy jazyka.

5V anglictine slovo separated navodzuje predstavu niecoho, ¢o bolo povodne spojené a az nasled-
ne doslo k jeho rozdeleniu. Slovo isolated tUto konotaciu nema.

6 Prehlad terminologickych zmien uvadzam preto, aby Citatel, ktory sa stretol s niektorou z tychto
verzii, nebol zméateny. V ¢lanku sa budem drzat povodnej terminoldgie z roku 1977. Nechcem
spochybriovat’ motivy vedlice ku zmenam terminoldgie, povodnou terminoldgiou vsak chcem
zvyraznit' Cas, ktory uplynul od vzniku tedrie.
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C1 (&)

Obrazok 1 Dokaz Pythagorovej vety

Univerzalny model nie je jednym zo separovanych modelov, ktorému sa prida
nejaka zahadna univerzalnost. Je to model, ktory sa stal univerzalnym preto, lebo
v jeho ramci sa po prvy raz podarilo zaviest' skladobn( a deduktivnu syntézu. Vd'aka
tejto skladobnej a deduktivnej syntéze sa zda (alebo aspon tvorcom univerzalneho
modelu sa zdalo), ze univerzalny model dokaZe namodelovat situaciu kazdého jed-
notlivého separovaného modelu, a to spésobom, pri ktorom je mozné prvky spajat
do zlozitejsich celkov a argumenty radit’ do komplikovanych argumentacnych schém.
V dejinach matematiky univerzalnemu modelu zodpoveda pythagorejska matema-
tika. Pythagorejci verili, Ze podstatu kazdého javu (ako pravouhlost’ trojuholnika
alebo zvuk kvinty) je mozné vyjadrit pomocou ¢isel. Cisla a ich pomery sa tak stali
nositelom skladobnej a deduktivnej syntézy jazyka matematiky.

Skladobnu a deduktivnu syntézu pythagorejskej matematiky ukaZeme na dokaze
Pythagorovej vety. Obrazok 1 pouzity van der Waerdenom (1979, s. 358) pri dokaze
obsahuje jednu pomocnu Ciaru, ktora deli trojuholnik na dva podobné. Dékaz pozo-
stava z evidencii a kalkulativnych krokov. Najprv z podobnosti malého trojuholnika
s celym dostavame

a:¢,=c:a, preto at=c.c (1)
a analogicky

b:c,=c:b, preto bz=c.c. (2)
Scitanim oboch identit uvedenych vpravo mame

al+bl=c.ci+Cc.Cc=C. (¢ +Cy) =CL (3)

V dokaze mame do cCinenia so styrmi krokmi: 1. Podobnost’ trojuholnikov
zapiSeme ako rovnost’ pomerov d(Zok zodpovedajlcich stran. 2. Tieto pomery
upravime pomocou principu, podla ktorého sucin vonkajsich ¢lenov pomeru je rov-
ny stcinu jeho vnutornych clenov. 3. Takto vzniknuté identity scitame. 4. Vysledok
upravime podla distributivneho zakona.

Oproti thaletovskej matematike tu je zrejma pritomnost’ skladobnej syntézy prv-
kov Utvaru (mensich trojuholnikov, ktorych spojenim, zachovavajicim pomery vznika
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velky trojuholnik - vid' obr. 1) ako aj deduktivna syntézu jednotlivych krokov argu-
mentacie (aritmetickych Gprayv, ktorych spojenim vznika dokaz). Oba druhy syntézy
sa zakladaju na aritmetike. Geometrické Utvary su zasadené do vztahov vyjadrenych
pomocou aritmetickych pomerov diZok stran a dokaz spociva v aritmetickych upra-
vach tychto pomerov. Okrem toho Pythagorova veta uz netvrdi rovnost’ a nevypove-
da o jedinom objekte, ako to bolo v pripade Thaleta. Veta hovori o stvorcoch nad
stranami pravouhlého trojuholnika, dava teda do vzajomného vztahu tri objekty.
Ani jej dokaz uz nespociva v bezprostrednom nahliadnuti symetrie daného Gtvaru
a naslednom uvedomeni si rovnosti jeho simerne zdruzenych ¢rt. Prave naopak, do-
kaz ma styri rozne druhy krokov. Z nich prvé dva sa opakuju dvakrat - raz pre mensi,
raz pre vacsi z dvoch trojuholnikov. Ak prijmeme tézu, Ze pythagorejska matematika
koresponduje univerzalnemu modelu, tak vidime, Ze o je na univerzalnom modeli
univerzalne, je univerzalnost' jeho skladobnej a deduktivnej syntézy.

Pritom ako skladobna, tak aj deduktivna syntéza st do uvedeného dokazu vnesené
zvonka (t. j. z oblasti mimo geometrie) pomocou ¢isel. Cisla umoziuju podobnost
trojuholnikov vyjadrit’ v jazyku aritmetiky ako pomery ich stran, t. j. zachytit’ vztahy
medzi jednotlivymi prvkami, ktoré tvoria vysledny Gtvar (preto hovorime o skladob-
nej syntéze). A Cisla umoznuju tiez od jedného vyjadrenia daného vztahu prejst
k d'alsim (pomocou pravidiel tedrie proporcii resp. pomocou scitania dvoch rovnosti)
a tak odvodit’ vysledny vztah (preto hovorime o deduktivnej syntéze). Ale, ako sa
onedlho ukazalo, je tento postup v mnohych pripadoch (ked’ s strany trojuholnika
nesumeratelné, teda napriklad ked’ mame rovnoramenny pravouhly trojuholnik) iba
iliziou. Preto ide len o model, o systém, ktory niekedy spravne reprezentuje situa-
ciu, ale vo vseobecnosti nefunguje.

Poznatok vznikne z tohto odvodenia, az ked’ Euklides nahradi skladobn( a de-
duktivnu syntézu, zaloZenu na aritmetike, skladobnou syntézou zalozenou na geo-
metrickej konstrukcii (ktora sa opiera o pat postulatov) a deduktivnou syntézou vo
forme diskurzivneho dokazu (ktory sa opiera o axiomy). Tak Euklidova druha axioma:
,»A ak sa k rovnako velkym veciam pridaju rovnako velké veci, tak sa celky rovnaju*
(Euklides, okolo 300 pred n. 1./2011, s. 117), umozni prejst od vztahov (1) a (2) k vy-
slednému vztahu (3) bez predpokladu, ze a, b, c su Cisla (teda bez predpokladu, Ze
ide o simeratelné veliciny). Prechod od univerzalneho modelu k poznatku tak mozno
v reci instrumentalneho realizmu charakterizovat’ ako prechod od situacie, v ktorej
je skladobna a deduktivna syntéza obmedzena Specialnymi podmienkami modelu,
k situacii, v ktorej st obe syntézy nezavislé od akéhokolvek (skrytého) predpokladu
implicitne obsiahnutého v konstrukcii modelu. Euklides nahradil aritmetiku ako zak-
lad skladobnej syntézy geometrickou konstrukciou a vypocet ako zaklad deduktivnej
syntézy logickou argumentdciou.

Zda sa, Ze etapa charakterizovana absenciou skladobnej a deduktivnej syntézy,
je zakonitym a nevyhnutnym prvym krokom procesu idealizacie. Je to etapa, ktoru
Vit Hejny oznadil terminom separované modely a zodpoveda stadiu, v ktorom ko-
gnitivny systém Ziaka je schopny vyclenit' a fixovat' idealne objekty iba jednotlivo
a izolovane. Ked' si pripomenieme vyznam, ktory tradicia pripisuje Thaletovi pre
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rozvoj matematiky (podla Prokla bol Thales prvym matematikom, ktory svoje tvrde-
nia dokazal, a tak vlastne zalozil matematiku ako deduktivnu disciplinu), vidime, ze
etapa separovanych modelov je velmi ddleZita. Ziaci sa musia najprv naucit idealne
objekty kognitivne vyclenit, t. j. mentalne ich izolovat?, a nasledne sa musia na-
ucit’ s tymito izolovanymi objektami mentalne manipulovat’. Zda sa, ze tato Uloha
je kognitivne tak narocna, ze na nejakl skladobnu ¢i deduktivnu syntézu neostava
sil. Ked’ ziakom neumoznime, aby mohli dostato¢ne dlho a dostatocne podrobne
pracovat’ s roznorodymi separovanymi modelmi, ale ich od zaciatku nutime, aby
idealne objekty uvazovali spojené pomocou principov skladobnej a deduktivnej syn-
tézy, znemozZnime kognitivnu fixdciu idedlnych objektov a tym zamedzime nastupu
procesu idealizacie. Na to, aby bolo mozné trojuholniky spojit, musia byt mental-
ne dostatocCne stabilné. A vytvorit mentalne stabilné idealne objekty je zakladnou
Ulohou etapy separovanych modelov. Podla zastancov genetického konstruktivizmu
tento proces sa neda urychlit’ ani preskocit. Pre pochopenie vsetkého d’alsieho je
Uplne zasadny.

Aj etapa charakterizovana protetickou skladobnou a deduktivnou syntézou (teda
skladobnou a deduktivnou syntézou zaloZenou na konkrétnom modeli, o ktorom sa
zanedlho ukaze, Ze nemoéze fungovat) je velmi dolezitou druhou etapou procesu
idealizacie. Je to etapa, ktoru Vit Hejny oznadil terminom univerzalny model. V jej
priebehu kognitivny systém Zziaka nie je schopny prijat’ skuto¢nu skladobn( ani de-
duktivnu syntézu (kvoli ich nevyhnutnej abstraktnosti) a vypomaha si konkrétnym
sposobom, pomocou ktorého do jedného z modelov skladobnl a deduktivnu syntézu
zabuduje. Nesmieme zabldat, Ze ¢isla, pomocou ktorych pythagorejci vniesli do
geometrie skladobnu a deduktivnu syntézu, sa ukazali ako ilUzia. Objav nesumeratel-
nosti tato ilGziu odhalil. Ale aj napriek tomu, ze sa nakoniec zr(til, bol systém pytha-
gorejskej matematiky dolezitou etapou vo vyvine matematiky, lebo pythagorejci
ako prvi pochopili moznost’ univerzalnej matematiky, moznost’ pouzit matematicky
sposob opisu na vsetky javy.

Ked’ uz raz bola skladobna a deduktivna syntéza dosiahnuta, objav toho, Ze Cis-
la ako zaklad tejto syntézy nefunguji, nemal za nasledok opustenie syntézy, ale
iba opustenie Cisel ako jej nositela. Matematici sa usilovali skladobn( a deduktivnu
syntézu geometrie urobit’ nezavislou od cisel. To sa podarilo Euklidovi a viedlo to
ku kognitivnej zmene, ktorej vysledkom je geometria ako nauka skimajlca idealne
geometrické objekty. Dorazom na separované modely a univerzalny model Vit Hejny
vlastne tvrdi, Ze aby sme u deti vybudovali autentické matematické poznanie, deti
musia prejst’ procesom idealizacie. Je to radikalna téza, podla ktorej zakladom
vyucovania matematiky musi byt prepojenie sveta idealnych objektov matematiky

7 7da sa, ze termin izolované modely, ktorym je od roku 2014 nahradeny starsi termin separované
modely, je vystizny, a tak uvedené nahradenie je plne opravnené. To, Ze ho v tejto stati nepou-
zivam, je dané vylu¢ne snahou nenechat’ terminologickym otazkam zastriet’ kognitivnu podstatu
veci.
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so svetom dietata. Tento proces Petr Vopénka nazval otvorenim sa geometrického
sveta (2003, s. 23).8

Ako sme uviedli v (Kvasz, 2020, s. 14), vacSina matematikov presla procesom
idealizacie v detstve, a preto si idealizdciu neuvedomuje - idealny charakter ma-
tematickych objektov je pre nich samozrejmostou. Mnohi z nich maju dojem, ze
idealne objekty matematiky, ako su Cisla, geometrické tvary Ci algebraické struktury,
sa nachadzaju priamo v realite. Ak urcity predmet ma tvar, tak ho ma v matema-
tickom zmysle tohto slova - ako dokonalll geometrick( formu. Ciel vyuc¢ovania ma-
tematiky vidia v tom ziakov naucit’ tieto tvary pomenovat’ a poznat ich vlastnosti.
Neuvedomuju si, Ze najradikalnejsou kognitivnou zmenou, ktorou dieta pri uceni
sa matematike musi prejst, je naudit sa tieto tvary kognitivne vyclenit a stabilizo-
vat’. Preto viacero didaktickych pristupov kladie doraz na nacvik prace s idealnymi
objektmi (t. j. pocitaniu, geometrickym konstrukciam, algebraickym Upravam), ale
vytvoreniu prislusnych idealnych objektov v mysli Ziaka venuje len malu pozornost.
Ziaci, ktori proces idealizacie spontanne zvladnu, rozumeju tomu, ¢o ucitel hovo-
ri, pretoZe pre nich je Usecka navzdy Useckou geometrickou (t. j. euklidovskou),
a nie ¢iarou narysovanou podla pravitka (t. j. thaletovskou). Schopnost' prepojit
thaletovsk( UseCku narysovan( na papieri, ktora ma urcit( hribku, okraje a farbu,
s geometrickou Useckou, ktora ziadnu hribku, okraje ani farbu nema, sa da naucit,
a teodria, ktord Vit Hejny nazval genézou matematického poznatku, vysvetluje ako.

Samozrejme, geneticky konstruktivizmus nie je jedinym pristupom, ktorého tvor-
covia chapu existenciu tychto dvoch svetov - realneho a idealneho - a rozpoznali
nutnost’ ich prepojenia.® Asi najznamejsim pristupom usilujicim o dosiahnutie po-
dobnych cielov je pristup Hansa Freudenthala, nazyvany realistickd matematika.
Prepojenie matematiky s realitou sa v iom chape ako jedna z najdolezitejsich Gloh
didaktiky matematiky (pozri Freudenthal, 1973, 1983 alebo 1991). Rovnako sem
mozeme zaradit’ model geometrického poznania Pierra van Hieleho (1986), ktory
Zbigniew Semadeni (2018) porovnava s pristupom M. Hejného. Ale na druhej strane
si musime uvedomit’, Ze pristupov pracujlcich s procesom idealizacie nie je mnoho.

Citatel sa mdze sam presved¢it, Ze vacsina uéebnic matematiky je napisana tak,
ze rozdiel medzi geometrickou Useckou a UseCkou narysovanou na papieri neberie
do Gvahy a tvari sa, ako keby uvidiet' za Ciarou nakreslenou na papieri geometrickd
Usecku bolo Cosi trivialne, ¢o nestoji ani za zmienku. Sme presvedceni, ze toto je
to miesto, kde pre matematiku stracame dve tretiny beznej populacie. Patria k nim
vsetci, ktori ten rozhodujlci krok, o ktorom pise Vopénka (2003, s. 23), urobit bez

8 Edmund Husserl v tejto sGvislosti neustale zdoraznoval, Ze musime vytvorit’ autenticky kontakt
s pévodnou matematickou skusenostou, to jest tradiciu musime desedimentovat'.

9 Nastroj na skimanie miery integracie roznych aspektov poznania u Ziaka, ako aj dosledkov ich
neprepojenosti ponlka tzv. Cognitive Load Theory. MozZno ju pouzit na vysvetlenie kognitivnych
problémov so zvladanim idealizacie aj re-prezentacii v matematike, ked’ vyjdeme z predpokladu,
ze kognitivne pracovat’ s neprepojenou idealnou a realnou verziou urcitej matematickej situacie
(resp. s jej neprepojenymi reprezentaciami) zatazuje kognitivny systém Ziaka. Pozri napriklad
(Derry, 2020; Kirschner et al., 2006; Sweller et al., 2011) a v domacej literature Slavik et al.
(2017).
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pomoci ucitela nedokazu. Geneticky konstruktivizmus tento problém pomenovava,
teoreticky ho uchopuje a dava mu Ustredné miesto v celej didaktike matematiky.

Prepojenie realneho sveta so svetom matematickym sa da empiricky testovat
pomocou Uloh, ktoré niektor( z idealizacnych podmienok porusujl, pripadne po-
mocou sémantickych paradoxov, ktoré st na takomto poruseni zalozené. (Napriklad
rézne varianty Zenonovych paradoxov s pohybom alebo Parmenidovho vyvratenia
mnohosti.) Bolo by mozné pokdsit sa empiricky overit, Ze ziaci, ktori sa matemati-
ku ucili v ramci genetického konstruktivizmu, by mali byt schopni sa v podobnych
paradoxoch lepsie orientovat. Ulohy tohto typu nie s pri beznom testovani mate-
matickych znalosti pouzivané, ale pri testovani G¢innosti, s akou geneticky konstruk-
tivizmus prepojuje idealizovany svet matematiky s realitou, by tu mohli vzniknat
signifikantné rozdiely.

2 Pojem re-prezentacie v genetickom
konstruktivizme - metoda didaktickych prostredi

Didaktické problémy suvisiace s navodenim re-prezentacie v mysli ziaka su v istom
zmysle opacné ako problémy spojené s procesom idealizacie. V pripade problémov
stvisiacich s idealizaciou ide o to, Ze Ziaci nedokazu v realnom objekte rozpoznat
jeho matematick( Struktlru. V pripade re-prezentacie je problém opacny - ziak sa
nauci pracovat’ s matematickou symbolikou, ale nedokaze ju pouzit' v realnej situa-
cii. Symbolika je v jeho ociach samouUcelna a so skuto¢nostou nema nic spolocného.
Teda v pripade problémov s idealizaciou Ziak vidi realitu, ale nevidi jej matematicku
formu. V pripade re-prezentacie zas zvlada matematicky formalizmus, ale nevidi
jeho prepojenie so skutocnostou.

Problémy s navodenim re-prezentacie mézu mat’ svoje korene aj v tom, ze nie-
ktori didaktici matematiky si zd(havy a zloZity proces, vedici ku vzniku uréitej repre-
zentacie'0, nie vzdy v dostatocnej miere uvedomuji. Jednotlivé matematické javy,
objekty a vztahy chapu pomocou dnesného, plne rozvinutého symbolického jazyka.

10 Re-prezentaciou rozumiem proces zmeny, kym reprezentaciou rozumiem vysledok tohto
procesu. Prikladom reprezentacie je jeden zo systémov geometrie - synteticka, analyticka
¢i fraktalna; re-prezentaciou je prechod medzi nimi, teda napriklad prechod od syntetickej
geometrie k analytickej. Mohlo by sa zdat,, ze synteticka a analyticka geometria su odlisné
pristupy ku geometrickym objektom. Faktom ale je, Ze viaceré krivky, ktorych systematické
StGdium priniesla az analyticka geometria, boli zname uz v antike (napriklad konchoida, cissoida,
Spirala, Ci kvadratrix), takze niektoré objekty analytickej geometrie boli pristupné skimaniu
syntetickymi metodami. NavysSe, svet objektov syntetickej geometrie tvori kvadratick( cast’
univerza analytickej geometrie. Preto je prirodzenejSie vnimat analyticki geometriu ako
urcité rozsirenie a zovseobecnenie metodd syntetickej geometrie. Dolezité je, Ze tam, kde
sa obe geometrie prekryvajl, vedu ich metddy ku zhodnym vysledkom, takze ich pristupy su
kompatibilné. Nieco podobného plati aj pre rozhranie medzi analytickou a fraktalnou geometriou.
Fraktaly vznikaju ako limitné objekty iterativneho procesu. Pokial pri prechode k limite budeme
pozadovat nielen bodovl konvergenciu, ale aj konvergenciu prvej a druhej derivacie, vysledny
objekt bude analytickou krivkou, teda objektom analytickej geometrie. Preto svet analytickej
geometrie tvori ,hladku Cast“ univerza fraktalnej geometrie (tak ako svet syntetickej geometrie
je kvadratickou ¢ast'ou univerza analytickej geometrie).
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Vyuka matematiky zaloZena na systematickom pouzivani vyluéne jej stucasného ja-
zyka stazuje ziakom prejst’ procesom re-prezentdcie, ktory viedol ku vzniku tohto
jazyka. Ziaci si tak ¢asto neuvedomuju, ¢o je na urcitej reprezentacii konvenciou,
teda vecou dohovoru, a co je matematickym faktom, teda skutocnostou od ludskych
konvencii nezavislou.

Jednym z faktorov, ktory prispieva k tomu, ze si mnoho matematikov proces
re-prezentacie neuvedomuje, je, ze texty z minulosti su, kvoli ich lepsej zrozu-
mitelnosti, vacsinou prepisované do dnesnej symboliky. Staci si pozriet moderné
vydania diel (ako Cardano, 1545/1968; Viéte, 1591/1983), aby sme si uvedomili,
Ze sU prepisané do sucasnej algebraickej symboliky, pochadzajlcej od Descarta. To
ale znamena, ze cestu, ktora viedla ku vzniku modernej symboliky, tieto vydania
zastieraj. Aby sme si uvedomili Casovy horizont a komplexnost zmien, ktoré takéto
prepisovanie zastiera, uviedli sme (Kvasz, 2020, s. 18-23) niekolko Uryvkov z historic-
kych textov dokumentujlcich cestu, ktoru algebra presla, kym vznikla nasa symboli-
ka. Asi najprekvapujlcejsie su dejiny symbolu pre odmocninu, ktory vznikol sthrou
jedenastich zmien. Styri maju povahu zavedenia novej érty symbolického jazyka
(ako napriklad zavedenie indikatora rozsahu posobenia operacie odmocniny), tri
maju povahu premeny urcitej konvencie (ako napriklad premena indikatora stupna
z pismena na cCislo), tri maju podobu nahradenia, ked’ sa urcita konvencia zmeni ale
zachova si charakter (ako napriklad nahradenie pravého horného indexu ako indi-
katora stupna odmocniny lavym hornym indexom) a poslednym krokom je zrastenie
vSetkych opisanych aspektov do jediného symbolu (Kvasz, 2020, s. 29-30). Ked' si
tieto zmeny uvedomime, zaciname chapat, preco Ziakom robi problém algebraické
symboly spojit’ s realitou, ktor( symboly reprezentuju. Vytvorenie symboliky bol
zlozity a zdlhavy proces. Skolska prax ho ¢asto redukuje na uvedenie vysledného
symbolu, ¢im Ziakom stazuje jej zvladnutie.

V genetickom konstruktivizme je proces re-prezentacii pritomny vo forme plura-
lity didaktickych prostredi, pomocou ktorych si ziaci osvojuju urcity matematicky
obsah (napriklad riesenie rovnic). Tym, Ze sa ten isty matematicky problém formu-
luje a riesi v (z pohladu Ziaka) diametralne odlisSnych prostrediach, dosiahneme,
ze v idealnom pripade Ziaci kognitivne prechadzajd podobnym procesom, ako bol
proces objavovania réznych aspektov symbolu pre odmocninu. Ciastocné rieSenia
problému symbolického vyjadrenia odmocniny u Regiomontana, Chuqueta, Pacioli-
ho, Cardana, Stifela a Descarta mozno tiez povazovat' za urcité prostredia - sice nie
didaktické, ale heuristické. V kazdom prostredi vystupuje do popredia iny aspekt,
takze postupnym prepajanim prostredi sa rodi sksenost’ so znakmi réznych druhov.
Okrem toho jednotlivé prostredia su sformulované prostriedkami bezného jazyka
a ziaci st vedeni k tomu, aby vytvorili vlastni symbolizaciu problému.

Pluralitou prostredi dosiahneme jednak to, ze v ramci genetického konstruk-
tivizmu sa u Ziakov symbolika rodi postupne, v Uzkej nadvaznosti na bezny jazyk.
Preto rastie pravdepodobnost, Ze v kognitivnom systéme Ziakov dojde k prepojeniu
verbalnej reprezentacie problému (ktora zodpoveda rétorickej algebre), pokusov
o jeho rieSenie pomocou réznych lokalnych systémov skratiek (ktoré zodpoveda-
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ju synkopickej algebre), az sa nakoniec dospeje k jeho symbolickej reprezentdcii.
Okrem prepojenia verbalneho a symbolického sposobu reprezentacie matematickych
Uloh je dolezité aj to, ze v roznych prostrediach je prirodzené urcity obsah formal-
ne vyjadrit r6znymi sposobmi, preto Ziaci moéZu zazit proces postupného zrastania
roznych aspektov symbolu. Tento proces sme ilustrovali na priklade symbolu pre
odmocninu. Podobnych symbolov ma algebra mnoho, takze Citatel si moze vedla pri-
kladu ilustrujuceho vyvin symbolu pre odmocninu predstavit analogickl( rekonstruk-
ciu vyvoja symbolického vyjadrenia mocnin neznamej, poctovych operdcii, relacie
rovnosti, zapisu zlomkov, zatvoriek, polynomov, zdpornych Cisel a d’alSich. Prakticky
u kazdého matematického symbolu mozno najst zavedenia, premeny, nahradenia
a zrastanie jeho roznych aspektov.

Osvojenie si algebraickej symboliky je radikalna transformacia kognitivneho sys-
tému ziaka. Narocnost' tejto transformacie si niektoré pristupy k didaktike matema-
tiky neuvedomuju. Vysledkom je bezradnost’ ucitelov i Ziakov tvarou v tvar slovnym
Uloham. Geneticky konstruktivizmus dava bohatstvu a réznorodosti symbolickych
prostredi centralne miesto v celom didaktickom systéme. To, Zze mnohi didaktici
matematiky geneticky konstruktivizmus kritizuju za pouzivanie prostredi, a niektoré
prostredia (najCastejsie to je Dedo Leson) povazuju za zbytocné, je prejavom toho,
Ze si zlozitost’ procesu re-prezentacii dostatocne neuvedomuju. Prakticky v kazdom
algebraickom symbole je skondenzované intelektualne Usilie generacii matemati-
kov, a osvojenie si algebraickej symboliky predstavuje zasadn( zmenu symbolické-
ho univerza, v ktorom sa ziak kognitivne pohybuje. Matematici ziju v symbolickom
univerze modernej matematiky a Casto si nevedia predstavit, Zze niekomu toto uni-
verzum nie je pristupné. Uloha didaktiky matematiky spo¢iva v tom Ziakom jednot-
livé symbolické univerza spristupnit’ a postupne ich v tychto univerzach udomacnit'.

Didaktické prostredia v zmysle genetického konstruktivizmu boli po prvy krat
zavedené v publikacii Pracovné materidly skoliaceho pracoviska Tdbora Mladych
Matematikov (Hejny & Hejny, 1977/2012, s. 62-65). Bolo to prostredie v zasade
ekvivalentné s tym, ktoré sa dnes nazyva Dedo Leson, len na mieste mysi najdeme
vojaka, na mieste macky psovoda, namiesto husi gulomet, namiesto psa minu a na-
miesto kozy delo. Ale princip je rovnaky, umoznit’ detom, aby sa naucili zapisovat’
mnohostné vztiahy v nepozicnej nedekadickej sUstave. Vo vysokoskolskej ucebnici
Teoria vyucovania matematiky 2 (Hejny a kol., 1988) pribudlo Krokovanie, Schody
a niektoré dalSie prostredia, ktoré st vsak iba spomenuté, bez toho, aby boli vysvet-
lované a podrobnejsie didakticky analyzované. Naproti tomu v monografii Vyucovdni
matematice orientované na budovdni schémat: aritmetika 1. stupné (Hejny, 2014)
je podrobne zavedenych jedenast’ prostredi - Tajna chodba, Panacik, Krokovanie,
Schody, Autobus, Dedo Leson, Rodina, Algebrogramy, Nasobilkové stvorce, Suctové
trojuholniky, Susedia a Sipkové grafy - a nasledne su tieto prostredia analyzované
z roznych hladisk a st opisované ich vlastnosti. Didaktické prostredia sU tu predsta-
vené ako klucovy nastroj didaktiky matematiky.

Samozrejme, geneticky konstruktivizmus nie je jedinym pristupom k didakti-
ke matematiky, ktorého tvorcovia si uvedomuju zlozitost' procesu re-prezentacii,
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a preto vypracovali rozne didaktické prostredia na navodenie réznych aspektov jed-
notlivych re-prezentacii. Spomenieme predovsetkym nemeckého didaktika mate-
matiky Ericha Wittmanna (2001, 2021), ktory zaviedol pojem substantial learning
environments, na zaklade ktorych pripravil kompletnd sériu ucebnic matematiky
pre prvy stupen zakladnych Skol. Ale podobne ako v pripade idealizacii, ani v pripa-
de re-prezentacii neexistuje mnoho pristupov systematicky pracujlcich s pomalym
a zdlhavym procesom navodenia re-prezentacii v mysli ziaka. Mnoho didaktickych
pristupov sa uspokojuje s tym, ze ziakom ponUkne jediné prostredie - dnesnu Stan-
dardn( matematickd symboliku a terminologiu.

Z hladiska empirického vyskumu je problematika porozumenia urcitému matema-
tickému jazyku skimana pod nazvom epistemologickych prekazok (epistemological
obstacles). Pojem epistemologickej prekdzky zaviedol Gaston Bachelard ako poznat-
ky, ktoré si poznavajuci subjekt osvoji v jednoduchsom kontexte, kde vedu k Uspes-
nému poznavaniu, avsak pri prechode k SirSiemu kontextu zacinaju byt prekazkou.
Takéto prekazky existuju v kazdej oblasti matematiky, teda aj v aritmetike a ele-
mentarnej geometrii. Klasickou Stidiou venujlicou sa epistemologickym prekazkam
je praca Humanities students and epistemological obstacles related to limits Anny
Sierpinskej (1987) venovana epistemologickym prekazkam sdvisiacim so zakladnymi
pojmami matematickej analyzy. Bolo by mozné empiricky skimat, ¢i Ziaci, ktori sa
matematiku ucili v ramci genetického konstruktivizmu, si schopni tieto prekazky
lahSie zvladat, pretoze na to boli prechodmi medzi jednotlivymi prostrediami sys-
tematicky pripravovani. Preto empiricky vyskum zamerany na identifikovanie a pre-
konavanie epistemickych prekazok by mohol viest k signifikantnym rozdielom medzi
réznymi typmi vyucovania.

3 Pojem objektacie v genetickom konstruktivizme -
metdda genetickej paralely

Ked cestu, ktora v historii matematiky viedla ku vzniku symbolickej algebry, po-
rovname s tym, ako sa algebra vyucuje na zakladnej a strednej skole, mézeme
si uvedomit, ze v dejinach symbolickej algebre predchadzalo obdobie rétorickej
a synkopickej algebry. Skolska prax tieto dve $tadia vyvinu algebry ¢asto vynechava
a ziakom predklada algebru v jej symbolickej podobe. Jednou z pricin problémov
ziakov so slovnymi GUlohami, ktoré sa prejavuju v neschopnosti prejst’ od verbalneho
zadania slovnej Glohy k jej symbolickej reprezentacii, méze byt prave vynechanie
rétorickej a synkopickej algebry z vyucovania matematiky.'" V dejinach algebry

11 Uz aj to, Ze tieto Ulohy nazyvame slovnymi tlohami a pomenlvame ich na zaklade toho, Ze sU
sformulované verbalne, prostriedkami bezného jazyka, poukazuje na suvis s rétorickou algebrou.
Pomenovanie ,,rétoricka algebra“ neznamena, Ze by sa v rétorickej algebre pouzivali rétorické
obraty, resp. ze by ju pestovali rétori. Ide skor o skutocnost’, na ktor poukazuje aj termin slov-
na Uloha, totiz Ze je to algebra sformulovana prostriedkami bezného jazyka. Rétorick( algebru
sme z kurikula vynechali, ale problémy ziakov so slovnymi Ulohami tym nezanikli. Ba priam
naopak, zda sa, ze vynechanie rétorickej algebry z kurikula je jednou z pricin tychto problémov.
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éra rétorickej algebry trvala viac nez Sest storoci, od al-Chwarizmiho po Cardana,
a éra synkopickej algebry trvala tri storocia siahajluce od Regiomontana po Descarta,
pri¢om obe éry sa po dobu priblizne dvoch storoci prekryvali.!2 Skolské osnovy tieto
dolezité historické obdobia vynechavaju a ziakom predkladaju jednu jedind hotov(
symboliku.

Geneticky konstruktivizmus dava procesu postupného vzniku symboliky centralne
miesto vo vyucovani matematiky. Ziaci st systematicky konfrontovani s mnozstvom
roznych problémov a vd'aka vlastnej intelektudlnej prdci prechadzaju kognitivny-
mi zmenami, ktoré zodpovedaju jednotlivym stadiam v historickom vyvine algebry
(teda jednotlivymi objektaciami algebraického univerza). V genetickom konstrukti-
vizme je dynamika objektacii pritomna vo forme principu genetickej paralely medzi
fylogenézou a ontogenézou matematiky. Nebudeme sa tejto oblasti podrobnejsie
venovat (vid Kvasz, 2016, s. 27-30, kde sme uviedli, Ze rekonstrukcia historického
vyvinu matematickej discipliny, tvoriacej napln skolského uciva, predstavuje jeden
zo zakladnych principov genetického konstruktivizmu).

Mozno povedat, Ze konstruktivisticky aspekt genetického konstruktivizmu sa
prejavuje vo vyucovani dynamiky idealizacii, ked sa geneticky konstruktivizmus
dosledne pridiza presvedcenia, ze idealne objekty (ako je nedelitelny bod ¢i do-
konale priama Usecka) si musi Ziak skonstruovat vo svojej mysli, pricom stadia izo-
lovanych modelov, generického modelu a objavu poznatku sl zakladné stadia tejto
konstrukcie. Naopak, geneticky aspekt genetického konstruktivizmu sa prejavuje vo
vyucovani objektacii a je zaloZeny na presvedceni, ze k tomu, aby ziak plnohodnot-
ne rozumel uréitému pojmu, technike ¢i tedrii, musi prejst rovnakou postupnostou
spredmetneni (t. j. objektacii) tychto pojmov, technik Ci teorii, akymi presla mate-
matika v historickom procese ich objavu.

Vacsina didaktikov matematiky si proces objektacii uvedomuje a didakticka im-
plementacia tohto procesu tvori hlavny ciel mnohych pristupov k vyucovaniu ma-
tematiky. Explicitne princip genetickej paralely sformuloval roku 1926 nemecky
matematik Otto Toeplitz (1926/2015, 1949). Paralela medzi jednotlivymi Stadiami
historického vyvinu poznania a kognitivneho vyvine dietata je dolezitym prvkom Pia-
getovho pristupu (Garcia & Piaget, 1989). Piaget svoj epistemologicky pristup nazval
genetickou epistemoldgiou. Systematicky vyklad pouzitia genetického pristupu v di-
daktike matematiky predlozil Gert Schubring (1978) v praci Das genetische Prinzip in
der Mathematik-Didaktik. Naopak kritiku pouzitia genetického pristupu v didaktike
matematiky z pozicii heremeneutického pristupu predlozil Hans Niels Jahnke (2014).
Procesu spredmetnenia ako jednému zo zakladnych procesov, ku ktorym dochadza

Geneticky konstruktivizmus tym, Ze nechava ziakov v jednotlivych prostrediach pouzivat pri-
rodzeny jazyk, im umoznuje porozumiet prepisu slovnej tlohy do symboliky toho ktorého pro-
stredia.

12 Napriklad Cardano vyslovil vseobecné pravidlo na rieSenie rovnic tretieho stupna verbalne
(t. j. prostriedkami rétorickej algebry), ale riesenia konkrétnych prikladov zapisoval formulami
synkopickej algebry. Je prekvapivé, ze vseobecny postup vyjadruje slovne, kym jeho konkrétnu
ilustraciu zapisuje formalne, ale synkopicka algebra neumoznila vyjadrit' rovnicu so vSeobecnym
koeficientom.
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pri vyucovani matematiky, sa systematicky venuje Anna Sfard (Sfard, 1994; Sfard
& Linchevski, 1994).

Geneticky konstruktivizmus patri ku konstruktivistickym pradom v didaktike ma-
tematiky. Preto doraz na konstruovanie pojmov v mysli Ziaka ako vysledok jeho
samostatnej aktivity pri rieSeni problémov je v genetickom konstruktivizme podobny
tomuto dorazu v inych konstruktivistickych pridoch (pozri napriklad Glasersfeld,
1981). Domnievame sa vsak, ze hlavny rozdiel medzi genetickym konstruktivizmom
a ostatnymi konstruktivistickymi pradmi v didaktike matematiky nie je v otazke
dorazu na samostatnu aktivitu Ziakov, ale v odliSeni procesov idealizacii, re-prezen-
tacii a objektacii, z ktorych kazdy vyzaduje odlisny didakticky pristup. Tieto rozdiely
u ostatnych konstruktivistickych pridov spravidla nie si zohladnené, takze Co tieto
pristupy u Ziaka konstruuju, je zmesou roznych prvkov, bez zohladnenia zakonitosti
kazdej z uvedenych troch druhov zmien. To je podla nas jedna z pricin, pre¢o mno-
hé konstruktivistické pristupy v didaktike matematiky neviedli k vysledkom, aké si
zastanci konstruktivizmu od nich slubovali. Klasické konstruktivistické pristupy boli
iniciované matematikmi alebo psychologmi, ktori si vyznam idealizacie ani re-pre-
zentacie v matematike nie dostatocne jasne uvedomovali. Dobrym prikladom tejto
skutocnosti je vynikajlca a dnes uz klasicka kniha George Pélyu (1962) Mathematical
Discovery obsahujlca velké mnozstvo peknych Uloh, ktoré Studentovi umoznuju sa-
mostatne objavit mnoZstvo matematickych poznatkov. Ak Student uz zvladol ideali-
zaciu a zakladné re-prezentacie, z Polyovej knihy sa m6ze mnohému podudit’. Ale ak
Student idealizaciu a niekolko prvych re-prezentacii nezvladol, Polya mu nedokaze
pomoct, lebo od samého zaciatku sa pohybuje v ramci univerza matematiky, ktoré
zvladnutie idealizacie a niekolkych re-prezentacii predpoklada.

Z empirického hladiska by sa rozdiely v didaktickom pristupe na Grovni objektacii
mali prejavit’ pri rieseni nestandardnych Gloh. Nestandardné Glohy, na rozdiel od
sémantickych paradoxov, ktoré umoznuju testovat’ Uroven idealizacii, a epistemo-
logickych prekazok, ktoré umoznuju testovat' re-prezentacie, si z matematického
hladiska korektne formulované Glohy (na rozdiel od sémantickych paradoxov pou-
Zivaju pojmy v ich beznom matematickom zmysle a neporusuju konvencie s nimi
spojené) a z didaktického hladiska nie s v konflikte s pravidlami zjednoduseného
poznavania (ako je tomu v pripade epistemologickych prekazok). Vymykaju sa iba
beznym Gloham, s ktorymi sa Ziaci stretavaju v skolskej praxi. Da sa predpokladat,
ze ziaci, ktori sa matematiku ucili v ramci genetického konstruktivizmu, by mali byt
schopni nestandardné ulohy lepsie zvladat, pretoze neboli trénovani v rieSeni stan-
dardnych uloh. Ale, samozrejme, pouzivanie nestandardnych Gloh je medzi uéitelmi
rozsirené, takze rozdiely vo vysledkoch Ziakov, ktori boli matematiku vyucovani
v ramci genetického konstruktivizmu, a tymi, ¢o takto vyucovani neboli, uz asi ne-
bude signifikantny.
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4 Pojem re-formulacie v genetickom
konstruktivizme - metoda dialogu v triede

Re-formulacie tvoria velk( ¢ast’ naplne klasického vyucovania matematiky: ucitel
ziakom predklada podla moznosti presne sformulované matematické poznatky a ich
zddvodnenie. Ziaci si tieto poznatky osvojuji, a tym si osvojuju jazyk umoziujici
presny a kultivovany sposob rozpravania o matematike. V genetickom konstruktiviz-
me je dynamika reformulacii zabudovana do celkového socialneho kontextu procesu
poznavania. Ked’Ze Ziaci su v ramci genetického konstruktivizmu vedeni k tomu, aby
matematické poznatky ziskané vlastnou aktivitou samostatne formulovali a tieto
formulacie nasledne obhajovali pred spoluziakmi, automaticky sa naucia, Ze ten isty
poznatok mozno formulovat’ mnohymi sposobmi, ktoré sa liSia jasnostou, presnostou
a zrozumitelnost'ou. Trieda v spolocnej diskusii vybera najlepsiu formulaciu a tym sa
ziaci ucia formulacie porovnavat a kriticky hodnotit.

Klasicky opis takejto diskusie mozno najst’ na strankach slavnej knihy Proofs and
Refutations Imre Lakatosa (1976). V nej je opisana diskusia veduca k objavu Eule-
rovej vety o mnohostenoch vo fiktivnej triede, v ktorej sa v detskom veku stretli
popredni svetovi matematici, ktori prispeli k rozvoju tedrie mnohostenov, ako napri-
klad Cauchy, Legendre Ci Poincaré, a spolu diskutuji argumenty, ktoré v skutoc¢nosti
publikovali v zrelom veku vo svojich v prelomovych pracach. Lakatos predcasne
zomrel roku 1974 vo veku 52 rokov, ale Lakatosove myslienky su stale povazované
za vyznamny prinos k didaktike matematiky (Reichel, 2002),

Ukazali sme (Kvasz, 2002), Ze Lakatos opisujuci techniky monster barring (od-
mietnutie protiprikladu k tvrdeniu dokazovanej vety ako ,,monstra“, spojené so sna-
hou o reformulaciu definicii zakladnych pojmov tak, aby protipriklad vylucili), excep-
tion barring (uznanie legitimnosti protiprikladu spojené so snahou o jeho vylucenie
pomocou reformulacie samotnej vety) a lemma incorporation (prijatie protiprikladu
spojené so snahou reformulovat’ povodné tvrdenie vety tak, aby sa protipriklad stal
prikladom potvrdzujucim tvrdenie vety) vytvoril detailni a empiricky adekvatnu
analyzu kognitivnej a epistemologickej Ulohy re-formulacii v matematike. V ideal-
nom pripade je mozné pokusit sa pri vyucovani urcitej casti matematiky napodobnit
proces opisany Lakatosom: najst’ relevantné priklady a protipriklady viet v danej
oblasti a postupne ich predkladat’ ziakom k diskusii.

V ramci genetického konstruktivizmu sa ucitel snazi viest diskusiu v triede prave
takymto sposobom, teda Ziakov nepoucovat, ale zabezpecit, aby namietky a pro-
tiargumenty vyslovené niektorym zo ziakov neostali nepovsimnuté (tym, ze Ziakovi
ponUkne priestor u tabule, aby svoj argument prednieslo pred celou triedou) a tiez
aby argumenty neboli ,,prevalcované“ rétoricky silnejsimi ziakmi (tym, Ze sa k ar-
gumentu vrati a vyzve aj ostatnych, aby sa vyjadrili, ¢i je argument presvedcivy).
Naucit' ziakov viest racionalnu diskusiu je jednym z hlavnych cielov genetického
konstruktivizmu. Preto Glohou ucitela je kognitivne ustipit’ do (zadia, nechat ziakov
argumentovat’ a starat sa len o to, aby diskusia bola férova a aby ju neovladlo par
jedincov.
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Na rozdiel od predchadzajlcich troch Grovni, empirické testovanie Grovne re-for-
mulacii by sa nemalo orientovat’ na Ziakovu schopnost’ riesit matematické ulohy,
ale schopnosti vysvetlit' vlastné matematické myslienky a porozumiet’ myslienkam
inych. Schopnost’ komunikovat matematické pojmy a myslienky by mala byt signifi-
kantne vyssia u Ziakov, ktori boli uceni v ramci genetického konstruktivizmu. Je vSak
otazne, ako takdto schopnost empiricky merat’. Mozno mierou variability pristupov
a prikladov, ktoré je Ziak schopny pouzit, ked’ mu experimentator zada Glohu vysvet-
lit nejaky pojem alebo poznatok spoluziakovi, pricom mu experimentator viackrat
povie, Ze nerozumie.

5 Didaktika matematiky ako argumentacna disciplina

Didaktika matematiky, podobne ako didaktiky mnohych inych predmetov, je pozna-
¢ena urcitym subjektivizmom. Tvorcovia Studijnych planov, autori ucebnic aj kon-
krétni ucitelia volia niekedy to, Co sa bude ucit, podla subjektivnych kritérii toho, ¢o
povazuju za doleZité, zaujimavé alebo uZitocné. Ziakom potom neostava ind mozno-
st ako sa zacat’ ucit’ latku, ktora je stadiu ich kognitivneho vyvinu neadekvatna, ich
mentalnemu svetu cudzia a z hladiska ich budlcej orientacie irelevantna.'3 Pristup
predlozeny v praci (Kvasz, 2020), ktory sme tu aplikovali na analyzu genetického
konstruktivizmu, ponUka ramec pre zdévodnenie toho, preco je urcita téma, metdda
¢i pristup vhodny pre zahrnutie do vyucovacieho procesu - a naopak, preco ina téma,
metoda ¢i pristup by mohla byt vynechana.

Pri analyze genetického konstruktivizmu sme ukazali, Ze obsahuje didaktické
metady, ktoré umoznuju u ziaka zabezpedit navodenie kognitivnych zmien vsetkych
Styroch druhov. Ako sme uviedli, pre kazdl z tychto didaktickych metod je mozné
najst’ analogické metody aj v inych pristupoch k didaktike matematiky. Je vsak do-
lezité, Ze geneticky konstruktivizmus obsahuje metddy zamerané na zmeny vsetkych
Styroch druhov a tieto metody organicky a premyslene spaja do uceleného didaktic-
kého pristupu. V tom sa lisi od inych pristupov k didaktike matematiky, ktoré sme
v tejto stati spomenuli, ¢i uz ide o Hansa Freudenthala, Pierra van Hieleho, Ericha
Wittmanna, Otta Toeplitza, Hansa Nielsa Jahnkeho, ¢i Annu Sfard, ich pristupy sa
v oblasti didaktiky matematiky zameriavaju na rozpracovanie urcitej Specifickej
metody, vhodnej na navodenie kognitivnych zmien urcitého druhu, ale ostatnym
druhom zmien nevenujl dostatocnd pozornost'.

Ako ilustraciu je mozné vziat spominand Lakatosovu knihu, v ktorej autor genial-
ne prenikol do procesu a kognitivnej dynamiky re-formulacii, takze jeho pristup

13 Aby nevzniklo nedorozumenie, nie som proti slobode ucitelov. Naopak, slobodu ucitela pri formo-
vani vyucovacieho procesu povazujem za doélezity vydobytok. Rovnako si nemyslim, Zze o obsahu
vyucovania by mali rozhodovat' Ziaci na zaklade svojich zalub a zaujmov. Domnievam sa len, Ze
volby na strane edukatorov (od tvorcov ramcovych planov az po ucitela) by mali byt zdévod-
nitelné. Ide mi vylucne o zavedenie zdovodnovania vyberu obsahu a formy vyucovania v ramci
didaktiky matematiky ako vedeckej discipliny.
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dokazov a vyvrateni (proofs and refutations - ako sa nazyva jeho kniha) je bezpo-
chyby inspirativny pre kazdého, kto chce zaclenit' re-formulacie do svojej edukacnej
praxe. Ale sucasne je Lakatosova kniha pozoruhodna aj v tom, Ze najblizsiu vacsiu
zmenu - v jeho pripade objektacie - ignoruje. V teorii mnohostenov, ktorej je veno-
vana Lakatosova kniha, doslo k vyznamnej zmene spojenej so vznikom algebraickej
topoldgie. Tato zmena posunula diskusiu o Eulerovej vete o mnohostenoch na Gplne
inl Uroven vseobecnosti. V Lakatosovej knihe sa tato zmena prejavila tym, Ze sa
kniha rozpadla na dve Casti (prvi na s. 1-108 a druhti na s. 112-134). V prvej Cas-
ti sU diskutované re-formulacie, ku ktorym doslo predtym, ako Poincaré inicioval
tato zmenu, v druhej st diskutované re-formulacie, ku ktorym doslo po prislusnej
objektacii. Ale uvedené dve Casti Lakatosovej knihy si oddelené. Lakatos prechod
k druhej Casti charakterizuje ako ,,translation of the conjecture into terms of vector
algebra“, teda ako preklad domnienky do jazyka vektorovej algebry. Ale otazky, ze
odkial sa jazyk vektorovej algebry nabral, preco to je vektorova algebra modulo 2,
a preco je tento preklad tak efektivny, nepolozil.

Lakatosov priklad nazorne ilustruje jav, ktory je podla nas v menej napadnej
podobe pritomny vo viacerych pristupoch k didaktike matematiky. Autor urcité-
ho pristupu vynikajicim sposobom zvlada navodenie kognitivnych zmien jedného
druhu (v Lakatosovom pripade re-formulacii), ale zmeny ostatnych troch druhov
nechava bez povsimnutia. Pritom Lakatosov pripad je zaujimavy tym, Ze ku zme-
ne, ktorej analyzu vynechava (t. j. k objektacii), doslo priamo v materiali, ktory
analyzuje. Preto uvedend zmenu mozno vidiet priamo na texte, ale len ako zlom,
ako rozpadnutie sa Lakatosovej knihy na dve Casti, ktorych slvis Lakatos neko-
mentuje.

Priklad autorov Rolanda Garciu a Jeana Piageta predstavuje d’alSiu ilustraciu javu,
ktory nas tu zaujima. V knihe Psychogenesis and the History of Science (1989) opi-
suju kognitivny vyvin tvoreny trojicou Stadii: stadiom Intra-figuralneho, Inter-figu-
ralneho a Trans-figuralneho myslenia. Ich kniha je zaujimava a obsahuje mnozstvo
ilustracii tohto vyvinového procesu ako z psychogenézy, tak aj z dejin vedy. Ako
ilustraciu z dejin geometrie udavajl Euklidove Zdklady ako stadium Intra, Descarto-
vu Geometriu ako stadium Inter a Kleinov Erlangensky program ako stadium Trans.
Podrobnejsia rekonstrukcia dejin geometrie vsak ukazuje, Ze Descartova analyticka
geometria a Kleinov Erlangensky program patria k odliSnym druhom kognitivnej dy-
namiky. Prechod od Euklida k Descartovi je re-prezentacia (meni spésob generovania
geometrickych objektov) a jeho d’alSou etapou je fraktalna geometria. Naproti tomu
prechod od Euklida ku Kleinovi je objektacia, a medzi Euklidom a Kleinom lezi rad
dalSich objektacii ako napriklad objav projektivnej geometrie (Desargues) Ci objav
neeuklidovskych geometrii (Gauss, Bolyai a Lobacevskij), ktorych analyzu Garcia
a Piaget vynechali (pozri Kvasz, 2008, s. 249-251).

Tu vidime zaujimavy problém. Kym Lakatos precizne analyzuje dynamiku zmien
jedného druhu a ignoruje zmeny ostatnych druhov, Garcia a Piaget postupuju v is-
tom zmysle opacnym sposobom. Ber(i zmeny réznych druhov a spajaju ich do spoloc-
nej schémy bez toho, aby si ich rozdielny charakter uvedomili. Podla nas ako jeden,
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tak aj druhy postup znemoznuju vytvorit’ 4cinny pristup k didaktike matematiky.

Ked' urcité druhy zmien vynechame, bude to v kognitivhom raste zZiakov chybat

a ziaci nebudu schopni riesit’ problémy, ktoré zmeny tohto druhu predpokladaju. Ak

naopak zmieSame rézne druhy zmien do jediného hypotetického procesu, stracame

Specifika kazdého z nich a tak nebudeme schopni kognitivne funkcie Ziakov rozvijat

s dostatoc¢nou ucinnostou.

Geneticky konstruktivizmus obsahuje metddy na navodenie kognitivnych zmien
vsetkych styroch druhov. InsStrumentalny realizmus, o ktory nase rekonstrukcie opie-
rame, vznikol v inom kontexte, nez je didaktika matematiky (v kontexte Kuhnovej
tedrie vedeckych revollcii) a v didaktike matematiky ho len aplikujeme. Domnie-
vame sa, ze klasifikacia Styroch druhov zmien jazyka matematiky je definitivna -
a tak umoznuje dospiet’ k hodnotiacim sudom.

Hodnotenie pristupov k didaktike matematiky mozno zalozit' na nasledujlcich
kritériach:

1. Ci dany pristup umozriuje navodenie kognitivnych zmien vietkych Styroch druhov,
alebo obsahuje metody na navodenie zmien iba niektorych druhov, kym zmeny
ostatnych druhov ignoruje.

2. Ci pri navodzovani zmien uréitého druhu dany pristup zohladfuje v Gplnosti ko-
gnitivnu dynamiku, ktora je spojena s danym druhom zmien, alebo zohladnuje
iba niektoré z tychto zmien.

3. Ci st metddy umoZiujice navodenie jednotlivych druhov kognitivnych zmien or-
ganicky prepojené, alebo sa ucivo rozpada na vyucovanie jednotlivych partii bez
ich kognitivneho prepojenia.

Tieto kritéria nechceme vnucovat ako jediné spravne. Ponikame ich skor ako
namet na diskusiu, ktora by mohla pomoct’ ujasnit’ si otazky typu, ¢i a v akom rozsa-
hu chceme zavadzat pojem funkcie, ucit riesit kvadratické rovnice ¢i matematick(
Statistiku na strednej skole. Aby mohla takato diskusia zacat, bude potrebné prelozit’
uvedené otazky do jazyka kognitivnych zmien a ujasnit’ si, s akymi d'alSimi zmenami
ta-ktora zmena suvisi, ktoré zmeny predpoklada a aké nasledky bude mat jej zara-
denie alebo vynechanie na celkovy rozvoj kognicie Ziaka.

Pod'akovanie

Stat’ je sUcCastou projektu Progres Q17 Priprava ucitele a ucitelské profese v kon-
textu védy a vyzkumu.

14 Ako len moze byt definitivna vedecka klasifikacia - podla Newtona ,,v experimentalnej filozofii
musime vety odvodené z javov vseobecnou indukciou pokladat’ napriek existencii odporujucich
hypotéz za pravdivé bud’ presne, alebo priblizne, pokial sa nevyskytnu javy, vd'aka ktorym sa bud’
este vacsmi upresnia, alebo bud( podrobené vynimkam* (Newton, 1687/2021, s. 295).
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